


 

 

 

សកិ្សាប្រភេទអាំងភេប្ាល         
                             

 

 (Study of Some Integral Types In 
Mathematics and Science) 

 
 

 
                   

               
               

 
             

                 
 

 
 
 

 
 

 
 

                          
                      ២០១៦ 







i 
 

 
សេចក្តីថ្ថែងអំណរគុណ 

 

ខ្ុ ុំសូមថ្លលងអុំណរគុណយ៉ា ងរាលជ្រៅចុំជ្ ោះឯកឧត្ដមបណឌិ ត្ អ៊ា ប បុណ្ណា  របធាន 
វទិ្យាស្ថា នវទិ្យាស្ថស្រសតនិងបជ្ចេកវទិ្យា និង បណឌិ ត្ ហាក់ ធីជ្ោ អនុរបធានវទិ្យាស្ថា នវទិ្យាស្ថស្រសត 
និងបជ្ចេកវទិ្យាថ្ដលបានជួយរត្ួត្ពិនិត្យ ថ្កសរមួលនិងអនុម័ត្ស្ថា ដដជ្នោះឱ្យបានជ្ចញារូប 
ោងជ្ឡីង។ 

ខ្ុ ុំសូមថ្លលងអុំណរគុណាពនលឹកចុំជ្ ោះបណឌិ ត្សភាចារយ ខលូត្ ធីតា របធានោជបណឌិ ត្យ 
សភាកមពុា បណឌិ ត្សភាចារយ ស៊ាុ ៊ុំ ឈុុំប៊ា ុន អនុរបធានោជបណឌិ ត្យសភាកមពុា ឯកឧត្ដម       
លី សុធីរត័្ា អគគជ្លខាធិការដនោជបណឌិ ត្យសភាកមពុា និងសហការទីុំងអស់ថ្ដលបានជួយ 
ជ្រៀបចុំកិចេការរដឋបាលនិងហិរញ្ញវត្ាុសរាប់ស្ថា ដដជ្នោះ។ 

សូមថ្លលងអុំណរគុណចុំជ្ ោះស្ថស្រស្ថត ចារយ បណឌិ ត្និងទ្យសសនវទិ្យូគណិត្វទិ្យាទុំងឡាយ 
ថ្ដលបានខិត្ខុំរស្ថវរាវរទ្យឹសតីឬរូបមនតគណិត្វទិ្យា ជ្ហីយបានចងរកងាជ្សៀវជ្ៅយ៉ា ងជ្រចីន 
ទ្យុកឯកស្ថររស្ថវរាវដល់កូនជ្ៅជុំនាន់ជ្រកាយ។ 

 

 

 

អនក្េកិ្ាសរៀបសរៀង 

យមឹ អាយវុឌ្ឍនៈវិជ្ជា  

តំណាងថ្ផនក្គណិតវិទានិងេថតិិ 
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អារមភក្ថា 

  

ជ្ោកអាកសិកាគណិត្វទិ្យាអចដឹងជ្ហីយថា អុំងជ្ត្រកាលាថ្ផាកមួយដនគណិត្ 
វទិ្យាថ្ដលានការសមុគស្ថម ញទុំងរទ្យឹសតីនិងគណនាដល់អាកសិកាវា ប៉ា ុថ្នតថ្ផាកមួយជ្នោះជ្គមិន 
អចដកវាជ្ចញបានជ្ឡីយសរាប់អាកសិកានិងរស្ថវរាវកាុងវស័ិយគណិត្វទិ្យានិងវទិ្យាស្ថ
ស្រសត។ មា៉ាងជ្ទ្យៀត្ ជ្ៅកាុងរបជ្ទ្យសកមពុា ឯកស្ថរឬជ្សៀវជ្ៅថ្ដលរត្ូវបានជ្បាោះពុមពាភាស្ថ 
ថ្ខមរជ្ហីយថ្ដលទក់ទ្យងជ្ៅនឹងការយល់ដឹងអុំពីរបជ្ភទ្យអុំងជ្ត្រកាលនិងវធិីស្ថស្រសតជ្ ោះរស្ថយ
វាគឺានត្ិចត្ួចបុំផុត្។ 

ជ្ យស្ថរមូលជ្ហត្ុជ្នោះជ្ហីយជ្ទ្យីបខ្ុ ុំបានកុំណត់្យករបធានបទ្យមួយមកបករស្ថយគឺ 
<< សិការបជ្ភទ្យអុំងជ្ត្រកាលមួយចុំនួនកាុងវស័ិយគណិត្វទិ្យានងិវទិ្យាស្ថស្រសដ >>។ ជ្សៀវជ្ៅជ្នោះ 
រត្ូវបានរស្ថវរាវ បកថ្រប ជ្ ោះរស្ថយអុំងជ្ត្រកាលតាមរបជ្ភទ្យនិងជ្រៀបជ្រៀងជ្ឡីង ជ្ដីមបីទ្យុក 
ាឯកស្ថររស្ថវរាវនិងាចុំជ្ណោះដឹងមួយសរាប់សិសស និសសិត្ និង អាករស្ថវរាវគណិត្ 
វទិ្យាថ្ដលានបញ្ហា ខលោះៗទក់ទ្យងនឹងរបធានបទ្យជ្នោះ។ 

ជ្សៀវជ្ៅជ្នោះរួមាន៨ជុំពូក។ ជុំពូកទ្យី១សិកាអុំពីរទ្យឹសតីទក់ទ្យង ជុំពូកទ្យី២សិកាអុំពី 
របជ្ភទ្យអុំងជ្ត្រកាលដនអនុគមន៍សនិទន ជុំពូកទ្យី៣សិកាអុំពីរបជ្ភទ្យអុំងជ្ត្រកាលដនអនុ 
គមន៍អសនិទន ជុំពូកទ្យី៤សិកាអុំពីរបជ្ភទ្យអុំងជ្ត្រកាលានអនុគមន៍អុិចសប ៉ាូណង់ថ្សយល 
ជុំពូកទ្យី៥សិកាអុំពីរបជ្ភទ្យអុំងជ្ត្រកាលានអនុគមន៍ជ្ោការតី្ ជុំពូកទ្យី៦សិកាអុំពីរបជ្ភទ្យ 
អុំងជ្ត្រកាលានអនុគមន៍អុិចសប ៉ាូណង់ថ្សយលនិងអនុគមន៍សវ័យគុណ ជុំពូកទ្យី៧សិកាអុំពី 
របជ្ភទ្យអុំងជ្ត្រកាលានអនុគមន៍ជ្ោការតី្និងអនុគមន៍សវ័យគុណ និងជុំពូកទ្យី៨សិកាអុំពី 
របជ្ភទ្យអុំងជ្ត្រកាលានអនុគមន៍អុីថ្ពបូលីក។ 

 សរុបជ្សចកតីមក ខ្ុ ុំសងឃឹមនិងជ្ជឿាក់ថា មិត្តអាកអន និង អាកសិការស្ថវរាវគណិត្ 
វទិ្យាពិត្ាទ្យទ្យួលបាននូវផលរបជ្យជន៍និងជ្ាគជ័យកាុងកិចេការសិកាាមិនខានពីជ្សៀវជ្ៅ 
ជ្នោះ។ 

រាជបណឌិ តែេភាក្មពុជ្ជ  នថៃទី០៧  ថ្ែក្ញ្ញា   ឆ្ន ២ំ០១៦ 

អនក្េកិ្ាសរៀបសរៀង 

យមឹ អាយវុឌ្ឍនៈវិជ្ជា  

តំណាងថ្ផនក្គណិតវិទានិងេថតិិ 





ix 
 

 
សេចក្តីសផតើម 

បចេុបបនាជ្នោះ វទិ្យាស្ថស្រសតនិងបជ្ចេកវទិ្យាកាន់ថ្ត្រកីចជ្រមីនជ្ៅមុខឥត្ឈប់ឈរថ្មនក៏
ជ្ៅថ្ត្ពឹងថ្ផែកជ្លីរូបមនតឬវធិីស្ថស្រសតនានាដនជុំនាញគណិត្វទិ្យា។ កាុងគណិត្វទិ្យាានរបជ្ភទ្យ 
និងវធិីស្ថស្រសតាជ្រចីន ប៉ា ុថ្នតខ្ុ ុំជ្លីកយកថ្ត្របជ្ភទ្យនិងវធិីស្ថស្រសតគណនាមួយថ្ផាកប៉ា ុជ្ណ្ណា ោះកាុង 
គណិត្វទិ្យាគណនាមកសិការស្ថវរាវនិងជ្រៀបជ្រៀង។ មា៉ាងជ្ទ្យៀត្ សិសសនិងនិសសិត្ភាគ 
ជ្រចីនជ្ៅកាុងរបជ្ទ្យសជ្យីងចូលចិត្តជ្រៀនគណិត្វទិ្យាគណនាាងខាងរទ្យឹសត ី ជ្ហត្ុជ្នោះ ខ្ុ ុំនឹង
ជ្លីកយករបធានបទ្យមួយសតីអុំពី << សិការបជ្ភទ្យអុំងជ្ត្រកាលមយួចុំនួនកាុងវស័ិយគណិត្វទិ្យា 
និងវទិ្យាស្ថស្រសដ >> ។  ជ្ត្ីជ្គានរបជ្ភទ្យអុំងជ្ត្រកាលអវីខលោះថ្ដលអចគណនាបាន? ជ្ត្ីជ្គអច 
ជ្ ោះរស្ថយរបជ្ភទ្យអុំងជ្ត្រកាលទុំងជ្នោះតាមវធិីស្ថស្រសតណ្ណ? ជ្ដីមបីជ្ឆលីយត្បនឹងសុំណួរទុំង 
ពីរជ្នោះ ខ្ុ ុំនឹងបង្ហា ញជ្ៅកាុងជុំពូកទ្យី២ ទ្យីបីនិងបនតបនាា ប់។ ាដុំបូង ជ្យីងនឹងសិការទ្យឹសតី 
ថ្ដលទក់ទ្យងនឹងរបធានបទ្យរបស់ជ្យីងកាុងជុំពូកទ្យី១មុនសិនសតីអុំពីរទ្យឹសតីទក់ទ្យង។  
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ជំពូកទ១ី 

ទ្ទឹស្តទីាក់ទង 
              (Related Theories) 

ច្ៅកែុងជំពូកទ្យី១ច្នេះ ច្យីងនឹងសិកានូវនិយមន័យននរពីមីទ្យីវនិងអងំច្ត្រាល ច្ ីយ
បន្ទា ប់មក ច្យីងនឹងសិការូបមនរ លកខណ្ៈ និងវធិីខ្លេះៗននារគណ្ន្ទអងំច្ត្រាលដូចត្ច្ៅ៖ 

១.១ ទ្ពីមីទីវ 

១.១.១  និយមន័យ 
អនុគមន៍ H(x)  ជារពីមីទ្យីវននអនុគមន៍ h(x)  ាលណា H'(x) = h(x)  

ចំច្ េះរគប់ត្នមល x  កែុងផ្ដនកំណ្ត់្ននអនុគមន៍ h(x)  ។1 

ឧទា រណ៍្ទ្យី១ ច្គមានអនុគមន៍ 3 xG(x) = 2x 8e  និង 3 xH(x) = 2x 8e 2016   
កំណ្ត់្ច្លី ។ ច្ត្ី G(x)  និង H(x)  ជារពីមីទ្យីវននអនុគមន៍ 2g(x) = 6x 8 xe  ឬច្ទ្យ? 

ដំច្ណាេះរស្ថយ 
ច្យីងមាន 3 xG(x) = 2x 8e  និង 3 xH(x) = 2x 8e 2016   ន្ទឱំ្យ  

2 xG'(x) = 6x 8e g(x)   និង 2 xH'(x) = 6x 8e g(x)   ។  
ដូចច្នេះ G(x)  និង H(x)  ជារពីមីទ្យីវនន g(x)  ។ 

ឧទា រណ៍្ទ្យី២  ច្គមាន  5 xF(x) = x 3e 2  និង  4 x xf(x) = x 15e 10 3xe   
កំណ្ត់្ច្លី  ។ បង្ហា ញថា F(x)  ជារពីមីទ្យីវនន f(x)។ 

ដំច្ណាេះរស្ថយ 

ច្យីងមាន  5 xF(x) = x 3e 2 , x    ន្ទឱំ្យ  
5 x 5 xF'(x) (x ) ' (3e 2) x (3e 2)'     

        
4 x 5 x5x (3e 2) x (3e )     

         4 x 4 5 x 4 x x15x e 10x 3x e x 15e 10 3x e f (x)        

                                                                 
1

 យឹម អយុវឌឍនៈវជិាា  « អងំច្ត្រាលមិនកំណ្ត់្  »  ទ្យំព័រទ្យី៩ ឆ្ែ ១ំ៩៩៧ 
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           4 x xx 15e 10 3x e f (x)     ។ 
ច្ោយ F'(x) = f(x) ,  x  ដូចច្នេះ F(x)  ជារពីមីទ្យីវនន f(x)  ។ 

ឧទា រណ៍្ទ្យី៣   ច្គមាន 23xG(x) xe  និង   
22 3xg(x) 1 6x e   កំណ្ត់្ច្លី ។ 

បង្ហា ញថា G(x)  ជារពីមីទ្យីវនន g(x)។ 

ដំច្ណាេះរស្ថយ 
ច្យីងមាន 23xG(x) xe , x     
ន្ទឱំ្យ  2 23x 3xG'(x) (x)'e x (e ) '  

 
         

2 23x 2 3x(1)e x ( 3x ) ' e      

                   
2 23x 3xe x ( 6x)e   

 
                    

22 3x1 6 x e g(x)  
 
។ 

ច្ោយ G'(x) = g(x) ,  x  ដូចច្នេះ G(x)  ជារពីមីទ្យីវនន g(x)  ។ 

១.១.២  ទ្ទឹស្ តបីទ 

ច្គឱ្យ H(x)  ជារពីមីទ្យីវមួយននអនុគមន៍ h(x)  ច្ន្ទេះរពីមីទ្យីវទាងំអស់នន h(x)  

មានទ្យរមង់ទ្យូច្ៅ H(x) + c  ផ្ដល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។  

សរមាយបញ្ជា ក់ 
ច្យីងមាន (H(x) + c)' = H'(x) = h(x)  ពីច្រ េះ c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ និង H(x)  ជារពីមីទ្យីវ
នន h(x)    ន្ទឱំ្យរពីមីទ្យីវទាងំអស់នន h(x)  មានទ្យរមង់ទ្យូច្ៅ H(x) + c  (ពិត្)។ 

១.២ អងំតេទ្ាលមិនកំណេ់ 

១.២.១  និយមន័យ 
ច្គមាន H(x)  ជារពីមីទ្យីវននអនុគមន៍ h(x)។ អងំច្ត្រាលមិនកំណ្ត់្នន  

h(x)  កំណ្ត់្ច្ោយ h(x) dx H(x) + c  ផ្ដល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 
១.២.២  របូមនតទ្្ឹឹះននអងំតេទ្ាលមិនកំណេ ់

ច្យីងមានរូបមនររគឹេះននអងំច្ត្រាលមិនកំណ្ត់្សំខាន់ពីរគឺ៖2 
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១.  [g(x) h(x)] dx g(x) dx h(x) dx       

២.  g(x) dx g(x) dx   ;     ។ 

ឧទា រណ៍្ទ្យី៤ គណ្ន្ទអងំច្ត្រាល៖ dx , dx , d , d ,   
x xx e x b x  

2 2

dx

 x a  និង 
2 2

dx

 x a  ផ្ដល , 0, 1 , 0   b b a  ។ 

ដំច្ណាេះរស្ថយ 

ច្យីងមាន៖ 
  . ( x +c)' =   ន្ទឱំ្យ dx c  x   ។ 

. 
'

1 ( 1) 11 1
x c = x x , 1

1 1

     
     

    
  

និង  
' 11

ln x c x , 1, x 0
x

         

ន្ទឱំ្យ 11
dx c , 1

1

   
 x x  

   

និងចំច្ េះ 1 dx
1, dx ln c     x x

x
  ។ 

. x x(e + c) ' = e  ន្ទឱំ្យ e dx e c 
x x

 ។ 

. 
'

x x
xb b ln b

c b
ln b ln b

 
   

 
 ន្ទឱំ្យ b dx c

ln
 

x
x b

b  
។ 

. 
' '

1 x a 1 1
ln c ln x a ln x a c

2a x a 2a 2a

   
       

   
  

        
1 1 1 1 x a x a

2a x a 2a x a 2a (x a)(x a)

  
    

     

        
2 2 2 2

2a 1

2a (x a ) x a
 

   

ន្ទឱំ្យ  
2 2

dx 1
ln

2x


 


x a

c
a x aa  

។ 
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. 

'

'

2 22 2
2

2

x

1 x 1 1a
arctan c

a a x axx
a 1a 1

a a

 
 

       
                   

  

ន្ទឱំ្យ  
2 2

dx 1
arctan

x + a
 

x
c

a a  
។ 

១.២.៣  របូមនតងាយននអងំតេទ្ាលមិនកំណេ ់

ពីឧទា រណ៍្ទ្យី៤ ច្យីងបានរូបមនរង្ហយៗមួយចំនួនននអងំច្ត្រាលមិន 
កំណ្ត់្ដូចត្ច្ៅ៖ 

១.  d c  x x 

    
(1.1)  

២.  11
d c, 1

1

   
 x x x  

  
(1.2)  

៣.  1 d
d ln c    

x
x x x

x   
(1.3)  

៤.  e dx e c 
x x

    
(1.4)  

៥.  b dx c , b > 0 , b 1
ln

  
x

x b

b  
(1.5)  

៦.  
2 2

dx 1
ln

2x b


 


x b

c
b x b   

(1.6)  

៧.  1

2 2

dx 1 1
arctan tan , 0

x + a

    
x x

c c a
a a a a   

(1.7)  

ច្យីងក៏អចកំណ្ត់្បាននូវរូបមនរដនទ្យច្ទ្យៀត្ដូចជា៖3 

៨. 2

2

dx 1
dx c     x

xx   
(1.8)  

៩. sin dx cos c   x x    (1.9)  
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១០. cos dx sin c  x x    (1.10)  
១១. 

2

dx
tan

cos
  x c

x
    (1.11)  

១២. 
2

dx
cot

sin
   x c

x
    (1.12)  

ឧទា រណ៍្ទ្យី៥   គណ្ន្ទអងំច្ត្រាលមិនកំណ្ត់្ 
2

7 4 2 3 2 5
( 7 4 2 9)dx , dx

 
    

x x
x x x

x  និង 3(7e 8 5 + 2x )dx 
x x

 ។ 

ដំច្ណាេះរស្ថយ 
តាមរូបមនរកែុងផ្ផែក១.២.៣ ច្យីងបាន៖ 

7 4 2 7 4 2( 7 4 2 9)dx 7 dx 4 dx 2 dx 9dx            x x x x x x

 

             

7 1 4 1 2 1

7 4 2 9
7 1 4 1 2 1

  

        
  

x x x
x c

  

    

8 5 37 4 2
9

8 5 3
     

x x x
x c

 
2 23 2 5 3 2 5 5

dx d 3 2 d
    

            
  

x x x x
x x x

x x x x x    

      

2d 3
3 d 2 d 5 2 5ln

2
        

x x
x x x x x c

x  

និង 3 3(7e 8 5 + 2x )dx 7 e d 8 5 d 2 d       
x x x xx x x x

           

                                        

45
7 8 2

ln5 4
     

x
x x

e c   

                                       

48
7 5

ln5 2
   x x x

e c

 
។ 

ឧទា រណ៍្ទ្យី៦  គណ្ន្ទអងំច្ត្រាលមិនកំណ្ត់្ 
2

dy

25


y  និង 
2

dy

2018


y  ។ 

ដំច្ណាេះរស្ថយ 

តាមរូបមនរអងំច្ត្រាលមិនកំណ្ត់្កែុងផ្ផែក១.២.៣ ច្យីងបាន៖ 
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2 2 2

dy dy 1 5 1 5
ln ln

2(5) 5 10 525 y 5

 
    

  
 

y y
c c

y yy  

និង 1

2 2 2

dy dy 1
tan

2018 20182018 + ( 2018 )

  
   

  
 

y
c

y y
 ។ 

១.៣ អងំតេទ្ាលកំណេ់ 
១.៣.១  និយមន័យ 

ច្គឱ្យអនុគមន៍ ( )y g x  កំណ្ត់្ច្លីចច្ន្ទល េះ  ,a b ។ ផ្ចកចច្ន្ទល េះ  ,a b  ជា  
n  ចច្ន្ទល េះច្ោយចំណុ្ច 0 1 2 1i i na x x x x x x b         ។ ច្ៅច្លីចច្ន្ទល េះ
នីមួយៗ  1,i ix x  ច្គច្រជីសច្រសីយកចំណុ្ច i  ច្ ីយច្គរករបផ្វងននចច្ន្ទល េះច្ន្ទេះ 

1  i i ix x x ។ ន្ទឱំ្យផលបូកអងំច្ត្រាលនន ( )g x  ច្លីចច្ន្ទល េះ  ,a b  ជាផលបូកមាន
រាង៖  

 
1 1 2 2

1

( ) ( ) ( ) ( )


        
n

n n n i i

i

S g x g x g x g x   

 
។ 

អងំច្ត្រាលកំណ្ត់្ននអនុគមន៍ ( )y g x  ច្លីចច្ន្ទល េះ  ,a b  ជាលីមីត្ននផលបូក
អងំច្ត្រាលច្ោយមានលកខខ្ណ្ឌ របផ្វងផ្ដលធំបំផុត្កែុងចច្ន្ទល េះខ្ិត្ច្ៅរកសូនយ គឺថា 

0
1

( ) lim ( )




 
n

b

i ia d
i

g x dx g x

 
ផ្ដល 

1

max
 

  i
i n

d x  ។ 

ច្បី nS  មានលីមីត្កំណ្ត់្ S  មិនទាក់ទ្យងនឹងារផ្ចកអងកត់្និងារច្រជីសច្រសីចំណុ្ច 
i  ច្ន្ទេះច្គថា S  ជាអងំច្ត្រាលននអនុគមន៍ ( )g x  ច្លីចច្ន្ទល េះ  ,a b  ច្ ីយច្គសរច្សរជា 

0
1

( ) lim ( ) lim
   



   
n

b

i i na d n
i

g x dx g x S S  (1.13)។4 

ច្គថា ( )g x  មានអងំច្ត្រាលច្លីចច្ន្ទល េះ  ,a b ។ អងំច្ត្រាល ( )
b

a
g x dx  ទាក់ 

ទ្យងផ្ត្អនុគមន៍ ( )g x  និងច្ោល ,a b  ច្ ីយមិនទាក់ទ្យងនឹងអច្េរអងំច្ត្រាលច្ទ្យគឺ 
( ) ( ) 

b b

a a
g x dx g t dt  ។ 
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ច្យីងនឹងគណ្ន្ទអងំច្ត្រាលកំណ្ត់្តាមនិយមន័យផ្ដលបានបង្ហា ញនូវឧទា រណ៍្
ទ្យី៧        ទ្យី៨  និងទ្យី៩ដូចត្ច្ៅ៖ 

ឧទា រណ៍្ទ្យី៧  គណ្ន្ទ 6

3
25 dx  ។  

ដំច្ណាេះរស្ថយ 

អនុគមន៍ g(x) 25  ជាប់ច្ល ី 3, 6  ន្ទឱំ្យវាមានអងំច្ត្រាលច្លីចច្ន្ទល េះច្ន្ទេះ។ ផ្ចកចច្ន្ទល េះ 
 3, 6  ជា n  ចច្ន្ទល េះច្សមីៗោែ ច្ោយចំណុ្ច 6 3 3

3 3
 

        i

b a
x a i i i

n n n
  និង 

1

3



    i i i

b a
x x x

n n  ច្ ីយច្រជីសច្រសីចំណុ្ច i  ច្លីចច្ន្ទល េះ 1[ , ]i ix x  ផ្ដល 

i ix  ន្ទឱំ្យ g( ) 25i  ច្យីងបាន៖   

 
1 1 1

3 3
( ) 25 25 25 75

  

          
n n n

n i i i

i i i

S g x x n
n n

    

និង     6

3
25 lim 75

 
  n

n
dx S  ។ 

ឧទា រណ៍្ទ្យី៨   គណ្ន្ទ 1 2

0
5 x dx  ។  

ដំច្ណាេះរស្ថយ 
អនុគមន៍ 2g(x) 5  x  ជាប់ច្លី  0, 1  ន្ទឱំ្យវាមានអងំច្ត្រាលច្លី  0, 1 ។ 

ន្ទឱំ្យ 1 2

0 0
1

5 lim ( )




  
n

i i
d

i

x dx g x

 
ផ្ដល 

1

max
 

  i
i n

d x ។ កែុងច្ន្ទេះលីមីត្មានច្ោយ

មិនទាក់ទ្យងនឹងារផ្ចកចច្ន្ទល េះ  0, 1  និងារច្រជីសច្រសីចំណុ្ច i  ច្ទ្យ។ ច្គផ្ចកចច្ន្ទល េះ 
 0, 1  ជា n  ចច្ន្ទល េះត្ូចៗច្សមីោែ និងច្រជីសច្រសី ,i ix  {1, 2, ..., }i n ។ ច្គបាន៖ 
 

0x a
nb x

A

B

y
( )y g x

0 x 
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1

1
;   i i ix x x

n  
{1, 2, ..., }i n ;

2
2

2

5
( ) 5


     i i i i

i i
x g

n n
     និង 

2
2

2 3
1 1 1

5 1 5
( )

  


       

n n n

n i i

i i i

i
S g x i

nn n
   

     
3 2

5 ( 1)(2 1) 5( 1)(2 1) 5 1 1
1 2

6 66

      
          

  

n n n n n

n nn n
 ។ 

ច្ោយផ្ចកជាចច្ន្ទល េះច្សមីៗោែ  ន្ទឱំ្យ 0ix   ច្ន្ទេះ n  និង  
1 2

0

5 1 1
5 lim lim 1 2

6 

  
       

  
 n

n n
x dx S

n n
  

                          
 

5 5
1 0 (2 0)

6 3
     

 
។ 

ឧទា រណ៍្ទ្យី៩   គណ្ន្ទ (0 ) 
b x

a
e dx a b ។  

ដំច្ណាេះរស្ថយ 
អនុគមន៍ g(x)  xe  ជាប់ច្លី  ,a b  ន្ទឱំ្យវាមានអងំច្ត្រាលច្លី  ,a b ។ 

ន្ទឱំ្យ 
0

1

lim ( )




 
n

b x
i ia d

i

e dx g x

 
ផ្ដល 

1

max
 

  i
i n

d x ។ កែុងច្ន្ទេះលីមីត្មានច្ោយ

មិនទាក់ទ្យង នឹងារផ្ចកចច្ន្ទល េះ  ,a b  និងារច្រជីសច្រសីចំណុ្ច i  ច្ទ្យ។ ច្គផ្ចកចច្ន្ទល េះ 
 ,a b  ជា n  ចច្ន្ទល េះត្ូចៗច្សមីោែ និងច្រជីសច្រសី ,i ix  {1, 2, ..., }i n ។  

ច្គបាន៖ 1 ;


   i i i

b a
x x x

n  
{1, 2, ..., }i n ;    

            ( )


 

      i

b a
a i

n
i i i

b a
x a i g e e

n

     

និង   
1 1

( )


 

 


    

b an n a i
n

n i i

i i

b a
S g x e

n
   

  

   

1

1

1



 





 
 
       





n
b a

n
b a b aa an i

n n
b a

i
n

e
b a e b a e

e e
n n

e  
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1 1




 

 
  
     

 

b a
a b b a

n
b a n

b a b a

n n

b a
b a e e e n

e e e
n

e e

 ។  

ច្ោយផ្ចកជាចច្ន្ទល េះច្សមីៗោែ  ន្ទឱំ្យ 0ix   ច្ន្ទេះ n  និង  

 lim lim

1



 

 
 
      




b a

b x b a b an
n b aa n n

n

b a

n
e dx S e e e e e

e

  

ពីច្រ េះ 0lim 1




 

b a

n

n
e e  និងតាង 


b a

x
n

 ន្ទឱំ្យ

0 0

1 1
lim lim lim 1

11 1
1

  

 
 
     

 


b a x xn x x
n

b a

xn

e e
e

x

 ។ 

ដូចច្នេះ ច្យីងបាន  
b x b a

a
e dx e e  ។ 

១.៣.២  របូមនតទ្្ឹឹះននអងំតេទ្ាលកំណេ់5 

ច្គឱ្យ ( )f x  និង ( )g x  ជាអនុគមន៍ជាប់ច្លី  ,a b  ច្ន្ទេះច្គបាន៖ 

១. [ ( ) ( )] ( ) ( )    
b b b

a a a
f x g x dx f x dx g x dx    (1.14)  

២. ( ) ( ) 
b b

a a
g x dx g x dx  ;       (1.15)  

៣. ( ) ( ) ( )   
b c b

a a c
g x dx g x dx g x dx ;  a c b   (1.16)  

៤. ( ) 0
a

a
g x dx       (1.17)  

៥. ( ) ( )  
b a

a b
g x dx g x dx

    (1.18)  

៦. ច្បី ( ) 0g x  ច្លី  ,a b   ច្ន្ទេះច្គបាន ( ) 0
b

a
g x dx   (1.19)  

 

                                                                 
5
  យឹម អយុវឌឍនៈវជិាា  « អងំច្ត្រាលកំណ្ត់្  »  ទ្យំព័រទ្យី២និងទ្យី៣ ឆ្ែ ១ំ៩៩៧ 
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វបិាក 

៧.  ចំច្ េះ  , ; x a b  ( ) ( )g x f x   ន្ទឱំ្យ  ( ) ( ) 
b b

a a
g x dx f x dx (1.20)  

៨.  ( ) ( ) 
b b

a a
g x dx g x dx

     
(1.21)  

ឧទា រណ៍្ទ្យី១០  ចូរច្របៀបច្ធៀបអងំច្ត្រាល 
1

2 2

0

sin x xdx  និង 
1

2

0

sin x xdx  ។ 

ដំច្ណាេះរស្ថយ 

ចំច្ េះ  0, 1 x  ច្យីងបាន 20 1  x x  និង  
22sin sin 0 x x    

ន្ទឱំ្យ  2 2 2sin sinx x x x
 
ចំច្ េះ  0, 1 x  ។  

ច្ន្ទេះតាមរូបមនរ (1.20)  ដូចច្នេះ 
1 1

2 2 2

0 0

sin sin x xdx x xdx  ។ 

ឧទា រណ៍្ទ្យី១១  រស្ថយបញ្ជា ក់ថា 
3

2
1

sin 1
0



 
xe x

dx
ex
 ។ 

ដំច្ណាេះរស្ថយ 

ច្យីងមាន 0 1 3   x    

ន្ទឱំ្យ 2 0 , 0 sin 1  x x   និង  1  xe e e  ។ 

ន្ទឱំ្យ 
2

1 1 1
0 ,   x

x
e

ex e
  និង  

2 2

sin 1
0



 
xe x

x e x
 ចំច្ េះរគប់ [1 , 3]x  ។ 

ច្ន្ទេះតាមរូបមនរ (1.20)  ន្ទឱំ្យ  

   

3 3 3
2

2 2
1 1 1

sin 1 1
0


    

xe x
dx dx x dx

ex e x
  

សមមូល  
33 1

2
1 1

sin 1
0

( 1)

 

  


xe x x
dx

ex  

ន្ទឱំ្យ      
3

2
1

sin 1 1 1 1 1
0 1 1

3 3

     
        

   


xe x
dx

e e ex
  (ពិត្)។ 
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ដូចច្នេះ ច្យីងបាន 
3

2
1

sin 1
0



 
xe x

dx
ex

 ។ 

១.៣.៣  ទ្ទឹស្ តបីទ Newton –  Leibnitz  

រទ្យឹសដីបទ្យ  ច្បី ( )g x  ជាអនុគមន៍ជាប់ច្លី  ,a b  និង ( )G x  ជារពីមីទ្យីវនន ( )g x  ច្ល ី
 ,a b  ច្ន្ទេះច្គបាន  

  ( ) ( ) ( ) ( )  
b b

aa
g x dx G x G b G a  (1.22)។ 

សរមាយបញ្ជា ក់ 

ច្ោយ ( )g x  ជាអនុគមន៍ជាប់ច្លី  ,a b  ន្ទឱំ្យវាមានអងំច្ត្រាលច្លី  ,a b  ។ 

ច្បីច្គមានរពីមីទ្យីវ ( )G x  នន ( )g x  ច្ល ី  ,a b  ន្ទឱំ្យ  

'( ) ( ) ( )  
  

x

a

d
G x g t dt g x

dx
 ចំច្ េះរគប់  ,x a b  

ន្ទឱំ្យ ( ) ( ) 
x

a
g t dt G x c  ( c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ)។ 

ច្បចី្គឱ្យ x a  ន្ទឱំ្យ  ( ) ( ) 
a

a
g t dt G a c   

សមមូល 0 ( ) G a c  សមមូល ( ) c G a  ;  ,x a b    

ន្ទឱំ្យ ( ) ( ) ( ) 
x

a
g t dt G x G a  ។ 

ច្បីច្គឱ្យ x b  ច្ន្ទេះច្គបាន  ( ) ( ) ( ) 
b

a
g x dx G b G a  ពិត្ ។ 

ឧទា រណ៍្ទ្យី១២  គណ្ន្ទអងំច្ត្រាលកំណ្ត់្៖ 5 4

3
4 x dx  និង 

/4

0
sin t dt

  ។ 

ដំច្ណាេះរស្ថយ 

ច្យីងមាន 54
( )

5
 G x x c  ជារពីមីទ្យីវនន 4( ) 4g x x  ច្លី  3, 5  ន្ទឱំ្យ  

5
5 4 5 5 5

3
3

4 4 4
4 ( ) 5 3

5 5 5

   
          

   
 x dx x c c c   

    

11528
2305.6

5
 

 
។ 

មា៉ាងច្ទ្យៀត្ ច្យីងមាន ( ) cos  H t t c  ជារពីមីទ្យីវនន ( ) sinh t t  ច្លី  0, / 4  ន្ទឱំ្យ  
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/4 /4

00
sin ( cos ) cos cos0

4

 
         

 
 t dt t c c c
  

 

      
2 2 2

1 0.2928
2 2


      ។ 

ឧទា រណ៍្ទ្យី១៣    តាមរូបមនរកែុងផ្ផែក១.២.៣ ច្យីងអចគណ្ន្ទអងំច្ត្រាលកំណ្ត់្មួយ
ចំនួនដូចត្ច្ៅ៖ 

១. ( )  
b b

aa
dx x b a    

២.  
1 1 1

, 1
1 1

  
   

 

b
n n n

b n

a
a

x b a
x dx n

n n
 

៣.  
11

ln ln ln 1 ln   
a adx

x a a
x

 

៤.  0

0 0
1    

aa y y a ae dy e e e e  

៥.  8 8 8 8 8
8

ln8 ln8 ln8 ln8


   

x
y x a x a

x y

a
a

dy  ។ 

ឧទា រណ៍្ទ្យី១៤  គណ្ន្ទ 
0

( 8 6cos ) 
a te t dt  ។  

ដំច្ណាេះរស្ថយ 

ច្យីងមាន ( ) 8 6sin  tG t e t  ជារពីមីទ្យីវមួយនន ( ) 8 6cos  tg t e t  ច្លី  0, a ។ 

ន្ទឱំ្យ  
0 0

( 8 6cos ) ( 8 6sin )    
aa t te t dt e t  

                        08 6sin 8 6sin 0     ae a e  

            8 6sin 8   ae a  
ឬមា៉ាងច្ទ្យៀត្ ច្យីងក៏អចគណ្ន្ទវាតាមរូបមនរអងំច្ត្រាលគឺ 

 
0 0 0

( 8 6cos ) 8 6 cos      
a a at te t dt e dt t dt          0

00
8 6sin 8( ) 6(sin sin0)       

a at ae t e e a  

                                       8 6sin 8   ae a  ។ 
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ឧទា រណ៍្ទ្យី១៥  គណ្ន្ទ 
2

3

2

(3 4)


t
dt

t
 ។     

ដំច្ណាេះរស្ថយ 

តាមរូបមនរអងំច្ត្រាល ច្យីងបាន៖ 
2 2 2

3 3

2 2

(3 4) (3 ) 2(3 )(4) 4  
 

t t t
dt dt

t t  

           
2

3 3

2 2

9 24 16 16
9 24

   
    

 
 

t t
dt t dt

t t  

  

3
2

2

9 24 16ln
2

 
     
 

t
t t

 

            
2 23 2

9 24 3 16ln 3 9 24 2 16ln 2
2 2

   
               
           

3 3
16ln 4.9874

2 2
     ។ 

ឧទា រណ៍្ទ្យី១៦  គណ្ន្ទ 4

4
3 7


 x dx  ។  

ដំច្ណាេះរស្ថយ 

ពីនិយមន័យននត្នមលោច់ខាត្ ច្យីងអចសរច្សរ 

 
7

(3 7),
3

3 7
7

3 7,
3


   

  
   


x x

x

x x  

និងច្របីរូបមនរអងំច្ត្រាលកំណ្ត់្ ច្យីងបាន៖
 

4 7/3 4

4 4 7/3
3 7 (3 7) (3 7)



  
       x dx x dx x dx   

                       
2 7/3 2 4

4 7/3

3 3
( 7 ) ( 7 )
2 2


     x x x x                                            

                        
2

23 7 7 3
7 4 7( 4)

2 3 3 2

       
                     

                  
 

2
23 3 7 7

4 7(4) 7
2 2 3 3
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49 193

48 64.3333
3 3

     ។ 

ឧទា រណ៍្ទ្យី១៧  គណ្ន្ទ 5

2
1


 t t dt   និង 5 3

2
1


 t t dt

 
។  

ដំច្ណាេះរស្ថយ 

ពីនិយមន័យននត្នមលោច់ខាត្ ច្យីងមាន 
( 1), 1

1
1, 1

  
  

 

t t
t

t t  
និងច្របីរូបមនរអងំច្ត្រាលកំណ្ត់្ ច្យីងបាន៖ 

5 1 5

2 2 1
1 [ ( 1)] ( 1)

 
       t t dt t t dt t t dt

     

          
1 52 2

2 1
( ) ( )


     t t dt t t dt

 

                   

1 5
3 2 3 2

2 1
3 2 3 2



   
          

   

t t t t

   

                   

3 2 3 2 3 2 3 21 1 ( 2) ( 2) 5 5 1 1

3 2 3 2 3 2 3 2

        
                      

         

                   
149

24.8333
6

 
 

និង  5 1 53 3 3

2 2 1
1 [ ( 1)] ( 1)

 
       t t dt t t dt t t dt      

          1 54 3 4 3

2 1
( ) ( )


     t t dt t t dt       

                            

1 5
5 4 5 4

2 1

( ) ( )
5 4 5 4



    
t t t t

         

5 4 5 4 5 4 5 41 1 ( 2) ( 2) 5 5 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

5 4 5 4 5 4 5 4

 
        

         

9169
458.45

20
   ។

 

         

5 4 5 4 5 4 5 41 1 ( 2) ( 2) 5 5 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

5 4 5 4 5 4 5 4

 
        

  

         

9169
458.45

20
   ។ 

១.៤ វិធីបតូរអតេរ 
 ឧបមាថា ច្គមានអងំច្ត្រាលមិនកំណ្ត់្ J [ ( )] '( ) dx  f h x h x ។  
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តាង v ( ) h x  ច្ន្ទេះ dv '( ) h x dx  ។ ច្យីងបាន៖ 

 1 1J [ ( )] '( ) dx (v) dv (v) ( ( ))      f h x h x f F c F h x c   (1.23) 

ផ្ដល F(v)  ជារពីមីទ្យីវនន f(v)  និង 1c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ រសច្ដៀងោែ ផ្ដរ ច្យីងក៏មានរទ្យឹសរី
ច្ៅកែុងអងំច្ត្រាលកំណ្ត់្ដូចខាងច្រាម។ 

ច្គមានអនុគមន៍ ( )f x  ជាប់ច្លីចច្ន្ទល េះ  ,a b ។ ច្បីអនុគមន៍ ( )x h t  មានច្ដរចី្វ  

' ( )h t  ជាប់ច្លីចច្ន្ទល េះ [ , ]   ផ្ដល     , ,h a b   ច្ ីយ ( ) h a  និង ( ) h b  
ច្ន្ទេះអងំច្ត្រាល 

 ( ) [ ( )] '( ) 
b

a
f x dx f h t h t dt



  (1.24)  (រូបមនរបរូរអច្េរ)
6។ 

សរមាយបញ្ជា ក់ 

ច្គដឹងថា [ ( )]F h t  ជារពីមីទ្យីវនន [ ( )] '( )f h t h t ។ តាមរូបមនរ Newton-Leibnitz ច្គបាន 
[ ( )] '( ) [ ( )] [ ( )] [ ( )]   f h t h t dt F h t F h F h

 


    

       ( ) ( )
b

a
F b F a f x dx     (ពិត្) ។ 

ឧទា រណ៍្ទ្យី១៨  គណ្ន្ទអងំច្ត្រាល d
xe x  និង d

xa x  ។ 

ដំច្ណាេះរស្ថយ 

ច្យីងអចគណ្ន្ទអងំច្ត្រាល d
xe x  តាមពីរករណី្នន   គឺ 0  និង 0  ។ 

- ករណី្ 0  ន្ទឱំ្យ 

 0d d d     
x xe x e x x x c

 
ផ្ដល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

- ករណី្ 0  ច្យីងច្របីវធិីបរូរអច្េរ គឺតាង u x  ន្ទឱំ្យ   
du

du dx dx


 ។  

ន្ទឱំ្យ 

 1 1 1
d du       

x u u u xdu
e x e e e c e c 

                  
(1.25)
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ផ្ដល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 
ច្យីងទាញបាន 

    
 

 

ln
lnlnd d d

ln ln
       

a x xx a xx a e a
a x e x e x c c

a a

  

    
(1.26)

 
ផ្ដល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ និង 0 , 1 a a  ។ 

ឧទា រណ៍្ទ្យី១៩  គណ្ន្ទអងំច្ត្រាល d ( 0)

q

x
x


 

 និង 
1

0

d
4 3


x

x

e
x

e
 ។ 

ដំច្ណាេះរស្ថយ 

តាង v  x   ច្ន្ទេះ 
1

dv   dx dx dv


 ។  

ច្យីងបាន 

 1
d d  

  
q q q dv

x v
x v v   

  

          ln ln    
q q

v c x c 
   

(1.27)  

ផ្ដល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ 

និង 
1 1 1

0
0 0

( ) 1
d ln 4 3

44 3 4 3
  

 
 

x x
x

x x

e d e
x e

e e  

         
 

1
ln (4 3) ln 7 0.1710

4
   e  ។ 

 

ឧទា រណ៍្ទ្យី២០  គណ្ន្ទអងំច្ត្រាល 9I (3 5) 
x xe e dx  ។ 

ដំច្ណាេះរស្ថយ 

តាង v 3e 5 x

 ច្ន្ទេះ 
1

dv 3e e dv
3

  x xdx dx  ។  

ច្យីងបាន៖ 

 
9

9 9 2
1 1

I (3 5)
3 3

      
x xe e dx v dv v dv       
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9 11

1 11
2 2

2
1 1 2

3 5
93 3 (11/ 2) 33

( 1)
2



        



xv v
c c e c  ។ 

១.៥ វិធីអងំតេទ្ាលតោយផ្ផែក 

ច្បី ( )u u x  និង ( )v v x  ជាអនុគមន៍មានឌីច្ផរ ៉ាង់ផ្សយលច្លីចច្ន្ទល េះ  ,a b  ច្ន្ទេះ 

ច្គបានអងំច្ត្រាល   
b bb

aa a
u dv uv vdu  (1.28)(រូបមនរអងំច្ត្រាលច្ោយផ្ផែក)7 ។ 

សរមាយបញ្ជា ក់ 

ច្ោយ ( )u u x  និង ( )v v x  ជាអនុគមន៍មានឌីច្ផរ ៉ាង់ផ្សយលច្លីចច្ន្ទល េះ  ,a b  ច្ន្ទេះច្យីង
បាន ( )d uv udv vdu   ។  

ន្ទឱំ្យ ( )
b b b

a a a
d uv u dv vdu      

ផ្ត្  ( )
b b

aa
d uv uv   

ន្ទឱំ្យ b bb

aa a
u dv uv vdu    ពិត្ ។ 

ឧទា រណ៍្ទ្យី២១   គណ្ន្ទ 
2

2 x

0

I x e dx   ។  

ដំច្ណាេះរស្ថយ 
ច្យីងយក u x  ន្ទឱំ្យ du dx   

និង 2 xdv e dx  ន្ទឱំ្យ
 

2 2
2

2ln 2
    

x x
x e e

v dv e dx
e  ។ 

ន្ទឱំ្យ 
2

2 222 x

00 0
0

I x e dx u dv uv vdu       

   

2 222x 4 2x
2x

00 0

x e 1 2e 1 e
e dx 0

2 2 2 2 2
              

   4 4 41 1
e e 1 3e 1 41.1986

4 4
       ។ 

ឧទា រណ៍្ទ្យី២២   គណ្ន្ទ 
2 2

x ln x dx
J

(x 1)


  ។  

                                                                 
7
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ដំច្ណាេះរស្ថយ 
ច្យីងយក lnu x  ន្ទឱំ្យ 

dx
du

x
  

និង 2 2( 1)




xdx
dv

x
 ន្ទឱំ្យ

 
2 2 2

2 2

1
( 1) ( 1)

2( 1)

    
  

xdx
v dv x d x

x  

           

2 1

2

1 ( 1) 1

2 ( 1) 2( 1)


   

 

x

x  
។ 

ន្ទឱំ្យ 
2 2

x ln x dx
J u dv uv vdu

(x 1)
   

    

   
2 2

ln x 1 dx

22(x 1) x (x 1)
  

   

            

2 2

2 2

ln x 1 (x 1) x
dx

22(x 1) x (x 1)

 
  

   

   2 2

ln x 1 1 1 x
dx dx

2 x 22(x 1) (x 1)
   

    

             

2

2 2

ln x 1 1 d(x 1)
ln x

2 42(x 1) (x 1)


   

   

             
2

2

ln x 1 1
ln x ln (x 1) c

2 42(x 1)
     

  
។ 

 ១.៦ អងំតេទ្ាល Improper 8 

 កែុងផ្ផែកច្នេះ ច្យីងនឹងសិកាអងំច្ត្រាល Improperមានបីទ្យរមង់ដូចត្ច្ៅ។ 

និយមន័យ  ច្គឱ្យ f  ជាអនុគមន៍ជាប់ច្លីចច្ន្ទល េះ [ , )a ។ ច្យីងកំណ្ត់្ 

  

N

N
a a

f (x)dx lim f (x)dx




 

  
(1.29) ។ 

 របសិនច្បីលីមីត្ច្នេះមាននិងរាប់អស់ ច្ន្ទេះច្យីងនិយាយថាអងំច្ត្រាល
a

f (x)dx



   

                                                                 
8

  http://archives.math.utk.edu/visual.calculus/4/improper.2/  

http://archives.math.utk.edu/visual.calculus/4/improper.2/
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ជាអងំច្ត្រាលរួម ច្ ីយករណី្ច្ផេងច្ទ្យៀត្ ច្យីងនិយាយថា វាជាអងំច្ត្រាលរកី។ ច្គថា 

a

f (x)dx



  ជាអងំច្ត្រាល Improper ។ 

ឧទា រណ៍្ទ្យី២៣   គណ្ន្ទ 
2

1

1
dx

x



  និង 
2

0

dx

1 x




  ។  

ដំច្ណាេះរស្ថយ 

តាមរូបមនរអងំច្ត្រាល Improper ច្យីងបាន៖ 

 
N N

2

2 2N N
1 1 1

1 1
dx lim dx lim x dx

x x




 
   

 

     

N

N N1

1 1
lim lim 1 1

x N 

 
      

   

មានន័យថា 
2

1

1
dx

x



  រួមរក 1
 

និង  
t

t
1

2 2 0t t
0 0

dx dx
lim lim tan x

1 x 1 x




 
 

 
 

 

      
 1 1

t
lim tan t tan 0 0

2 2

 



 
    

 
មានន័យថា 

2
0

dx

1 x




  រួមរក 

2

  ។ 

សមាគ ល់   កែុងច្សៀវច្ៅខ្លេះ ច្គសរច្សរ 

    1 1 1

2 0
0

dx
tan x tan tan 0 0

2 21 x




    
      




 
ច្ដីមបីង្ហយរសួលកែុងារសរច្សរ និង គណ្ន្ទអងំច្ត្រាលឱ្យបានរ ័ស។ 

និយមន័យ  ច្គឱ្យ f  ជាអនុគមន៍ជាប់ច្លីចច្ន្ទល េះ ( , ] b ។ ច្យីងកំណ្ត់្ 

  

b b

N
N

f (x)dx lim f (x)dx




   (1.30)។ 
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របសិនច្បីលីមីត្ច្នេះមាននិងរាប់អស់ ច្ន្ទេះច្យីងនិយាយថា អងំច្ត្រាល
b

f (x)dx



  

ជាអងំច្ត្រាលរួម ច្ ីយករណី្ច្ផេងច្ទ្យៀត្ ច្យីងនិយាយថា វាជាអងំច្ត្រាលរកី។ ច្គថា 
b

f (x)dx



  ជាអងំច្ត្រាល Improper ។ 

ឧទា រណ៍្ទ្យី២៤   គណ្ន្ទ 
 

2

4/3

1
dx

x 5 
  និង 

0
5 xe dx



  ។  

ដំច្ណាេះរស្ថយ 

តាមរូបមនរអងំច្ត្រាល Improper ច្យីងបាន៖ 

 
   

 
2 2 2

4/3

4/3 4/3N N
N N

1 1
dx lim dx lim x 5 dx

x 5 x 5



 


  
 

  
 

         
 
 

2
4/3 1

3 3N N
N

x 5 3 3
lim lim

4 / 3 1 3 N 5

 

 

 
           

               
3 3

3 3
0

3 3
  

 

និង  
00 0 5x

5x 5x

N N
N N

e
e dx lim e dx lim

5 


  
     

      

5 N

5 NN N

1 e 1 1
lim lim

5 5 5 5e 

   
        

    

      

1 1
0

5 5
    ។ 

និយមន័យ  ច្គឱ្យ f  ជាអនុគមន៍ជាប់ច្លី  ។ របសិនច្បីអងំច្ត្រាល 
c

f (x)dx



  និង
c

f (x)dx



 ទាងំពីររួម ចំច្ េះចំនួនពិត្ c  មួយចំនួន ច្ន្ទេះច្យីងកំណ្ត់្ 

 

c

c

f (x)dx f (x)dx f (x)dx

 

 

   
 
(1.31)  
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និងច្យីងនិយាយថា អងំច្ត្រាល f (x)dx






 
ច្នេះរួម ច្ ីយករណី្ច្ផេងច្ទ្យៀត្ ច្យីងនិយាយ

ថា វាជាអងំច្ត្រាលរកី។ ច្គថា f (x)dx





  ជាអងំច្ត្រាល Improper ។  

ឧទា រណ៍្ទ្យី២៥   គណ្ន្ទ 
2

1
dx

x 25






  និង 25xx e dx






  ។  

ដំច្ណាេះរស្ថយ 

តាមរូបមនរអងំច្ត្រាល Improper ច្យីងបាន៖ 

 
0

2 2 2
0

dx dx dx

x 25 x 25 x 25

 

 

 
  

  
 

         

0 M

2 2N M
N 0

dx dx
lim lim

x 25 x 25 
 

 
 

 

         

0 M

2 2 2 2N M
N 0

dx dx
lim lim

x 5 x 5 
 

 
 

 

        

0 M
1 1

N MN 0

1 x 1 x
lim tan lim tan

5 5 5 5

 

 
   

 

             
1 1 1 1

N M

1 0 N 1 M 0
lim tan tan lim tan tan

5 5 5 5 5 5

   

 

   
        

      

             

1
0 0

5 2 2 5

    
       

    

និង 
2 2 2

0
5x 5x 5x

0

x e dx x e dx x e dx

 
  

 

   
 

            

2 2
0 M

5x 5x

N M
N 0

lim x e dx lim x e dx 

 
  

 

         
   

2 2
0 M

5x 2 5x 2

N M
N 0

1 1
lim e d 5x lim e d 5x

10 10

 

 
     

      

2 20 M
5x 5x

N MN 0

1 1
lim e lim e

10 10

 

 
  

        

2 25N 5M

N M

1 1
lim 1 e lim e 1

10 10
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1 1
1 0 0 1 0

10 10
     

 
។ 

ជាសរុប ជំពូកទ្យី១បានបង្ហា ញនូវនិយមន័យននរពីមីទ្យីវ និង អងំច្ត្រាល រទ្យឹសរីបទ្យ 
រូបមនររគឹេះ ច្ ីយលកខណ្ៈជាច្រចីនននអងំច្ត្រាលមិនកំណ្ត់្ និង អងំច្ត្រាលកំណ្ត់្។ 
ជាងច្នេះច្ៅច្ទ្យៀត្ ជំពូកទ្យី១ច្នេះបានផរល់នូវវធិីស្ថស្តសរគណ្ន្ទអងំច្ត្រាលមិនកំណ្ត់្ អងំ
ច្ត្រាលកំណ្ត់្ និង អងំច្ត្រាល Improper តាមនិយមន័យ រូបមនរង្ហយ វធិីបរូរអច្េរ និង 
វធិអីងំច្ត្រាលច្ោយផ្ផែកច្ោយអនុវត្រន៍ច្លីឧទា រណ៍្មួយចំនួន។ បន្ទា ប់មក ច្យីងនឹង
បង្ហា ញនិងសិកាអំពីរបច្ភទ្យអងំច្ត្រាលននអនុគមន៍សនិទានច្ៅកែុងជំពូកទ្យី២បនរច្ទ្យៀត្។ 
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ជំពូកទី២ 

ទ្បតភទអងំតេទ្ាលននអនុ្មន៍ស្និទាន 
(Types of Integrals of Rational Functions) 

 
ច្ៅកែុងជំពូកទ្យី២ច្នេះ ច្យីងនឹងសិកាអំពីារបំផ្បករបភាគសនិទានកែុង   និង 

របច្ភទ្យអងំច្ត្រាលននអនុគមន៍សនិទានមួយចំនួនដូចត្ច្ៅ៖ 

២.១ ារបំផ្បកអនុ្មន៍ស្និទានកែងុ  

ច្គឱ្យ ( )
( )

( )


P x
F x

Q x  
ជាអនុគមន៍សនិទានឬរបភាគមួយផ្ដលមានច្មគុណ្ជាចំនួន 

ពិត្ កែុងច្ន្ទេះ ( )P x  ជាព ុធាភាគយក និង ( )Q x  ជាព ុធាភាគផ្បងផ្ដលមានច្មគុណ្ជា
ចំនួនពិត្ ច្ ីយ ( ) 0Q x  ។ 

ច្គឧបមាថារបភាគ F
 
ជាត្ំណាងច្ោយគូ ( , )P Q  ននព ុធាបឋមរវាងោែ ។ ច្គថា  

F  ជារបភាគមិនអចបរងួមបាន។ ច្ន្ទេះវាមានប៉ា ូលនិងធាត្ុសូនយច្ផេងៗោែ ។ 

សមាគ ល់   

១. ( )
( )

( )


P x
F x

Q x  
ជាអនុគមន៍សនិទាន ឬ របភាគសនិទាន ឬ របភាគមួយផ្ដល 

មានច្មគុណ្ ជាចំនួនពិត្។ អនុគមន៍ច្នេះកំណ្ត់្បាន ាលណា ( ) 0Q x  ។ 

២. ប៉ា ូលននរបភាគ F  ជាឫសននព ុធាភាគផ្បង Q  និង ធាត្ុសូនយននរបភាគ F  ជា 

ឫស ននព ុធាភាគយក  P។  
- ច្បីដឺច្រកនន ( )P x  ធំជាងឬច្សមីនឹងដឺច្រកនន ( )Q x  ច្គសរច្សរ  

deg ( ) deg ( )P x Q x  ច្ន្ទេះច្យីងរត្ូវយកព ុធា ( )P x  ផ្ចកនឹង ( )Q x  ផ្ត្មរង។ 

- ច្បីដឺច្រកនន ( )P x  ត្ូចជាងដឺច្រកនន ( )Q x  ច្គសរច្សរ deg ( ) deg ( )P x Q x  និង 

តាមរទ្យឹសដីពីជគណិ្ត្ ព ុធាភាគផ្បងអចោក់ជាកតារ កែុង  ច្រាមទ្យរមង់ធមមតាគឺ  

 1
1 2 2 2 2

1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )            
l

k
k l lQ x x a x a x b c x b c

 
(2.1)  ។ 
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ន្ទឱំ្យ ( )F x  អចបំផ្បកជាផលបូកធាត្ុង្ហយឬជារបភាគច្ោយផ្ផែកឬជារបភាគត្ូចៗផ្ដល 
ច្យីងអចគណ្ន្ទអងំច្ត្រាលកំណ្ត់្តាមរូបមនរបានគឺ 

1 1
1 1 1

2 2 2 2
1 1 1 11

1 1

( )
( ) ( ) ( ) ( )   

 
     

           

   
k l

j kj m m lm lm

j j m m
j j m mk

l l

A A B x C B x C
F x

x a x a x b c x b c

  

(2.2)។ 

កែុងករណី្ប៉ា ូលង្ហយ (ប៉ា ូលស្ថមញ្ញ) ជាចំនួនពិត្ ឬ ជាចំនួនកុំផលិច ច្ន្ទេះច្យីងច្របីវធិី 
រកច្មគុណ្ដូចត្ច្ៅ៖ 

 - ច្បី 1

1 1

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
   

 

P x P x A P x
F x

Q x x a Q x x a Q x   
ច្ន្ទេះ  

 
1

( ) ( )
Re ( )

( ) '( )
  

P a P a
A s F

Q a Q a
  (ច្រ ៉ាសុីឌុយនន F  រត្ង់ a  ) (2.3)។ 

 - ច្បី 1
2 2 2 2

11

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )[( ) ] ( ) ( )


   

   

P x P x B x C P x
F x

Q x Q xx b c Q x x b c   
ន្ទឱំ្យ  

 2 2 2 2 1

1 1

( ) ( )
[( ) ] ( ) [( ) ]

( ) ( )
       

P x P x
x b c F x B x C x b c

Q x Q x
 ។  

ច្ោយតាង  x b ic  ច្ន្ទេះច្យីងបានសមីារេមីគឺ 
1

( )

( )
 

P x
B x C

Q x  
(2.4)  ផ្ដល B  និង 

C  ជាចំនួនផ្ដលអចកំណ្ត់្បាន។ វាអចច្របីត្នមលជំនួសនន x  ច្ោយច្រជីសច្រសីច្សមីនឹង 
0 , 1 , , ... i ។

 
ជាពិច្សស ច្បី ( ) 


 i

i i

A
F x

x a  
ន្ទឱំ្យ 

lim ( ) lim
   

 


 i
i

x x
i ii

x A
x F x A

x a
។  

ដូចច្នេះ ច្យីងបាន Re ( ) lim ( )
 


x

s F x F x

 
(2.5)។ 

ឧទា រណ៍្ទ្យី១  ចូរបំផ្បក 
   

2 1
( )

1 1 2

 


  

x x
F x

x x x
 កែុង  ឬក៏សរច្សរFជារបភាគ 

ច្ោយផ្ផែក។ 
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ដំច្ណាេះរស្ថយ 

រច្បៀបទ្យី១  ច្យីងមាន  
   

2 1
( )

1 1 2 1 1 2

 
   

     

x x A B C
F x

x x x x x x
  

ផ្ដល A, B

 
និង C  ជាចំនួនផ្ដលរត្ូវកំណ្ត់្។  

ន្ទឱំ្យ          2 1 1 2 1 2 1 1          x x A x x B x x C x x  
    2 2 2( 2) ( 3 2) ( 1)       A x x B x x C x

 
             

2( ) ( 3 ) ( 2 2 )         A B C x A B x A B C ។ 
ច្ោយផាឹមច្មគុណ្ននរត្ីធា ច្យីងបាន៖ 

 
A B C 1

( I ) A 3B 1

2A 2B C 1

  

  
    

 

ច្ោេះរស្ថយរបព័នធសមីារ ( I )   ផរល់ឱ្យ 1 1
A , B

2 6
     និង 5

C
3

  ។  

ដូចច្នេះ  1 1 1 1 5 1
( )

2 1 6 1 3 2
      

  
F x

x x x
 ។ 

រច្បៀបទ្យី២  ច្យីងមាន  
   

2 1
( )

1 1 2 1 1 2

 
   

     

x x A B C
F x

x x x x x x
  

ផ្ដល A, B

 
និង C  ជាចំនួនផ្ដលរត្ូវកំណ្ត់្។  

ន្ទឱំ្យ          2 1 1 2 1 2 1 1 ( )           x x A x x B x x C x x  ។ 

 - ច្យីងយក x 1  ជំនួសកែុងសមីារ ( )  ផរល់ឱ្យ 1
1 2A A

2
      ។ 

 - ច្យីងយក x 1   ជំនួសកែុងសមីារ ( )  ផរល់ឱ្យ 1
1 6B B

6
      ។ 

 - ច្យីងយក x 2  ជំនួសកែុងសមីារ ( )  ផរល់ឱ្យ 5
5 3C C

3
    ។ 

ដូចច្នេះ  1 1 1 1 5 1
( )

2 1 6 1 3 2
      

  
F x

x x x
 ។ 

រច្បៀបទ្យី៣  ច្យីងមាន  
   

2 1
( )

1 1 2 1 1 2

 
   

     

x x A B C
F x

x x x x x x
  

ផ្ដល 
2

x 1 x 1

x x 1 1
A lim (x 1)F(x) lim

(x 1)(x 2) 2 

 
    

    

        

2

x 1 x 1

x x 1 1
B lim (x 1) F(x) lim

(x 1) (x 2) 6   
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និង   
2

x 2 x 2

x x 1 5
C lim (x 2) F(x) lim

(x 1) (x 1) 3 

 
   

 
 ។ 

ដូចច្នេះ  1 1 1 1 5 1
( )

2 1 6 1 3 2
      

  
F x

x x x
 ។ 

សមាគ ល់   ចំច្ េះរច្បៀបទ្យី១ និងទ្យី២ ច្គច្រចីនច្របីរបាស់វាច្ៅករមិត្មធយមសិកា រឯីរច្បៀបទ្យី៣
វញិ ច្គច្របីរបាស់វាច្ៅករមិត្ឧត្រមសិកា។   

ឧទា រណ៍្ទ្យី២   ចូរបំផ្បក 
  

4

2
( )

1 1


 

x
F x

x x
 កែុង ។ 

ដំច្ណាេះរស្ថយ 
រច្បៀបទ្យី១  តាមវធិីផ្ចកព ុធា ច្យីងបាន   

 
  

4

22

1
( ) 1

( 1)( 1)1 1
   

  

x
F x x

x xx x
  

និងរបភាគ 1 2 2

1
( )

1( 1)( 1) 1


  

  

A B x C
F x

xx x x
  

ផ្ដល A, B

 
និង C  ជាចំនួនផ្ដលរត្ូវកំណ្ត់្។  

ន្ទឱំ្យ      21 1 ( ) 1    A x B x C x   

           
2( ) ( ) ( )     A B x B C x A C  ។ 

ច្ោយផាឹមច្មគុណ្ននរត្ីធា ច្យីងបាន៖ 

 
A B 0

( II ) B C 0

A C 1

 


 
  

 

ច្ោេះរស្ថយរបព័នធសមីារ ( II )   ផរល់ឱ្យ 1 1
A , B

2 2
    និង 1

C
2

  ។  

ដូចច្នេះ  1 2

1 1 1 1
( ) 1 ( ) 1

2 1 2 1

 
        

 

x
F x x F x x

x x
 ។ 

រច្បៀបទ្យី២  តាមវធិីផ្ចកព ុធា ច្យីងបាន  

 
  

4

22

1
( ) 1

( 1)( 1)1 1
   

  

x
F x x

x xx x
  

និងរបភាគ 1 2 2

1
( )

1( 1)( 1) 1


  

  

A B x C
F x

xx x x
  

ផ្ដល A, B

 
និង C  ជាចំនួនផ្ដលរត្ូវកំណ្ត់្។  
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ន្ទឱំ្យ   1 2x 1 x 1

1 1
A lim (x 1)F (x) lim

2(x 1)   
   


 ។  

ច្ដីមបីកំណ្ត់្ B
 
និង C  ច្យីងអចគុណ្ 1( )F x  នឹង 2(x 1)   រួចយក x i  ផរល់ឱ្យ  

21
( 1)

1 1

 
     

  

A
B x C x

x x
  និង 1

1
 


Bi C

i
  

ន្ទឱំ្យ  1
B

2
   និង 1

C
2

  ។ 

ដូចច្នេះ  1 2

1 1 1 1
( ) 1 ( ) 1

2 1 2 1

 
        

 

x
F x x F x x

x x
 ។ 

២.២  អងំតេទ្ាលននអនុ្មន៍ស្និទានរាង 1

( ) n
dx

a x b
 

  ច្ដីមបីគណ្ន្ទអងំច្ត្រាល 1

( ) n
dx

a x b
  ច្យីងតាង u a x b   ន្ទឱំ្យ  

du a dx  សមមូល du
dx (a 0)

a
   ។  

ន្ទឱំ្យ 1 1 1

( )

 
  

n

n n

du
dx u du

a aa x b u
 ។ 

 បន្ទា ប់មក ច្យីងសិកាពីរករណី្គឺ 1n  និង 1n ។ 

- ច្បី 1n  ន្ទឱំ្យ  

11 1 1

( )

 
  n

du
dx u du

a a ua x b
 

  
1 1

ln ln    u c a x b c
a a  

(2.6)   

ផ្ដល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

- ច្បី 1n  ន្ទឱំ្យ  
11 1

( 1)( )

 
  

  
n

n

n

u
dx u du c

a a na x b            

            
1 1

1 1 1 1

( 1) ( 1) ( ) 

 
     

  n n
c c

a n a nu a x b   
(2.7) 

ផ្ដល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 
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ឧទា រណ៍្ទ្យី៣  គណ្ន្ទ 3

4 5 dx
x   

និង 
7

1

(2 1) dx
x

។ 

ដំច្ណាេះរស្ថយ 

តាមរូបមនរ (2.6)  និង (2.7)  ច្យីងបាន៖ 

     
3 1 3

3 ln 4 5
4 5 4 5 4

   
  dx dx x c

x x    

និង 
7 7 1 6

1 1 1 1 1

2(7 1) 12(2 1) (2 1) (2 1)


      

   dx c c
x x x  

។ 

២.៣  អងំតេទ្ាលននអនុ្មន៍ស្និទានរាង 
2 2

dx

x  a
 

ជាមុនដំបូង ច្យីងគណ្ន្ទ 
2 2

dx

x  a
 ឬ 

2 2

dx

a x  ផ្ដលជាអងំច្ត្រាលមិន 

កំណ្ត់្។ តាង tanx a t  ន្ទឱំ្យ 
1arctan tan ( 0)  

x x
t a

a a  
និង 

2cos

a
dx dt

t
 ។  

តាមរូបមនរបរូរអច្េរ ច្យីងបាន៖ 

 
2

2 2 2 2 2 2

1 1
cos

( tan ) cos cos
   

   
dx adt dt

t
ax a a t a t t   

       
11 1 1 1

arctan tan      
x x

dt t c c c
a a a a a a   

(2.8)

 
ផ្ដល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ និង 0a  ។ 

សមាគ ល់  ច្គសរច្សរអនុគមន៍រាសននអនុគមន៍ tg x  ឬ tan x  ច្ោយ arctg x  ឬ arctan x  
ឬ 1tan x  ។ 

បន្ទា ប់មក ច្យីងគណ្ន្ទអងំច្ត្រាលមិនកំណ្ត់្ 
2 2 2 2

dx dx

x x
 

  a a
។  

អងំច្ត្ រាល 
2 2

dx

x a  
មានអនុគមន៍អងំច្ត្រាល 

2 2

1

a x  
( 0)a

 
ផ្ដលច្យីងអច

សរច្សរវាជា របភាគច្ោយផ្ផែកខាងច្រាម៖ 

ច្យីងមាន 
2 2

1 1

( )( )
  

   

A B

a x a x a x a xa x  
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កែុងច្ន្ទេះ A
 
និង B  ជាចំនួនផ្ដលរត្ូវកំណ្ត់្។ ច្យីងអចកំណ្ត់្ចំនួន A

 
និង B  តាមពីរ     

រច្បៀប។ 

រច្បៀបទី្យ១   
ច្យីងមាន  

 
2 2 2 2

1 ( ) ( ) ( )

( )( )

     
   

    

A B A a x B a x A B x Aa Ba

a x a x a x a xa x a x  
។  

តាមារផាឹមភាគយក ន្ទឱំ្យ 0 A B
 
និង 1 Aa Ba ។ ន្ទឱំ្យ 1

2
 A B

a  
។ 

រច្បៀបទី្យ២   

ច្យីងមាន 
2 2

1
 

 

A B

a x a xa x
។  

 - គុណ្អងគទាងំពីរនឹង ( )a x  រួចយក x a  ន្ទឱំ្យ  1 1

2
 


A

a a a
។  

- គុណ្អងគទាងំពីរនឹង ( )a x  រួចយក  x a  ន្ទឱំ្យ  1 1

( ) 2
 

 
B

a a a
។  

ច្យីងបាន 
2 2

1 1 1 1 1

2 2
   

  a a x a a xa x
។  

ន្ទឱំ្យ 
2 2

1 1 1 1

2 2

 
    

   
 

dx
dx

a a x a a xa x   

    
1 1 1

ln ln ln
2 2 2


       



a x
a x a x c c

a a a a x  
(2.9)   

និង 12 2 2 2

dx dx 1
ln

2x x


    

  
a x

c
a a xa a

  

           
1 1

1 1
ln ln

2 2

 
   

 

a x x a
c c

a a x a x a     
(2.10)

 
ផ្ដល c  និង 1c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ ច្ ីយ 0a  ។ 

ឧទា រណ៍្ទ្យី៤  គណ្ន្ទអងំច្ត្រាល 1

20 1

dt

t  
និង 

21 (1 ln )

e dx

x x  ។ 
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ដំច្ណាេះរស្ថយ 

តាមរូបមនរ (2.8)  ច្យីងបាន៖ 
1 1

2 00
arctan arctan1 arctan 0

1
  


dt

t
t

0.7854
4

 


 
និងតាង lnu x  ន្ទឱំ្យ 

ux e  និង dx
du

x
 ។ ពិនិត្យច្ោល៖ ច្បី 1x   ច្ន្ទេះ 0u   និង

ច្ប ី x e  ច្ន្ទេះ 1u  ។  

ន្ទឱំ្យ  1

2 21 0 4(1 ln ) 1
 

  
e dx du

x x u

  ។ 

ឧទា រណ៍្ទ្យី៥  គណ្ន្ទអងំច្ត្រាល 3

22 1
dt

t  
និង 7

25 16
dx

x
 ។ 

ដំច្ណាេះរស្ថយ 

តាមរូបមនរ (2.9)  និង (2.10)  ច្យីងអចគណ្ន្ទអងំច្ត្រាលកំណ្ត់្ 3

22 1
dt

t
និង 

7

25 16
dx

x
 ដូចត្ច្ៅ៖ 

3
3

22
2

1 1 1 4 3
ln ln ln

2 1 2 2 11

  
     


dt t

tt  

   
1 2

ln 0.2027
2 3

 

 

និង 
7

7 7

2 2 25 5
5

1 4
ln

2(4) 416 4


 

  
dx dx x

xx x  

      
1 3 1 1 27

ln ln ln
8 11 9 8 11

   
     

   
 ។ 

២.៤ អងំតេទ្ាលននអនុ្មន៍ស្និទានរាង 
2

dx

a x   b x c
 

អងំច្ត្រាល 
2

dx

a x   b x c  ជាអងំច្ត្រាលមិនកំណ្ត់្ផ្ដលមានអនុគមន៍អងំ 

ច្ត្រាល 
2

1

a x  b x c  
។ អនុគមន៍ច្នេះមានព ុធាភាគផ្បងជារត្ីធា 2a x  b x c

( 0)a ។  
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ច្យីងនឹងសិកាតាម 2 4  b ac  ច្ដីមបីផ្សវងរកឫសននរត្ីធាច្នេះ។ 

១. របសិនច្បី 0   ច្ន្ទេះរត្ីធាមានឫសឌុបគឺ 1 2
2

  
b

x x
a

 ។  

ន្ទឱំ្យ  
2

2a x
2

 
    

 

b
b x c a x

a
 និង  

12 2

dx dx 1 1

a x
a 22


   

     
 

  c
bab x c b xx aa

 

            
1 12

2 2

2 ( ) '

 
   

  
c c

a x b a x b x c    
(2.11)

 
ផ្ដល 1c  ជាចំនួនច្េរ និង 0a  ។

 
២. របសិនច្បី 0   ច្ន្ទេះរត្ីធាមានឫសពីរច្ផេងោែ គឺ 1

2

  


b
x

a
 ឬ  

2
2

  


b
x

a
 ។  

ន្ទឱំ្យ  2
1 2a x ( )( )    b x c a x x x x  និង  

2 1
2

1 2 1 2 1 2

dx dx [( ) ( )]dx

a ( )( ) a ( )( )( )a x

  
 

       
x x x x

x x x x x x x x x xb x c  

   
1 2 1

1 2 1 2 1 2

1 1 1 1
[ - ]dx [ ln ln ]

a ( ) a ( )
     

    x x x x c
x x x x x x x x  

            
1 1

1 1

1 2 2 2

1 1
ln ln

a ( )

 
   

  

x x x x
c c

x x x x x x    
(2.12)

 
ផ្ដល 1c  ជាចំនួនច្េរ និង 0a  ។ 

៣. របសិនច្បី 0   ច្ន្ទេះរត្ីធាោម នឫសចំនួនពិត្ច្ទ្យ។ ន្ទឱំ្យរត្ីធាអចសរច្សរជា 
22 22

2

2

4
a x

2 2 24

                                 

b ac b b
b x c a x a x

a a aa
 

និង 12 22

dx 1 dx 1 2arctan
a x

222 2

 
 

   
                      

 

b
x

a c
ab x c b ax aaa a

   
 



រាជបណ្ឌិ ត្យសភាកមពុជា                                                              វទិ្យាស្ថា នវទិ្យាស្ថស្តសរនិងបច្ចេកវទិ្យា 

ផ្ផែកគណិ្ត្វទិ្យានិងសាិត្ិ                                                                                                      32 

         

2

1 1

2 2 2 ( ) '
arctan arctan

     
               

a x b a x b x c
c c

  
(2.13)

 ផ្ដល 1c  ជាចំនួនច្េរ និង 0a  ។
 

ឧទា រណ៍្ទ្យី៦  គណ្ន្ទ  
5

4
, ( , ) (0, 0) ,

( )( ) ( 2)( 3)
 

    
dx dt

a b a b
x a x b t t  

និង 6

23 3 2 
dv

v v
 ។ 

ដំច្ណាេះរស្ថយ 

តាមរូបមនរ (2.12)   ច្យីងបាន៖ 

1
ln

( )( ) ( )


 

   
dx x a

c
x a x b a b x b    

(2.14)
 

5
5

4
4

1 3
ln

( 2)( 3) (3 2) 2




   
dt t

t t t  

             
2 1 2 / 3 4

ln ln ln ln 0.2877
3 2 1/ 2 3

 
     

   

និង 
6

6 6

23 3
3

1 2
ln

( 1)( 2) (2 1) 13 2


 

     
dv dv v

v v vv v     

            
4 1 4 / 5 8

ln ln ln ln 0.4700
5 2 1/ 2 5

 
     

   
។

 

ឧទា រណ៍្ទ្យី៧  គណ្ន្ទ 
2

1

4 24 36  dx
x x  

និង 
4 2

3

2 2 
x

dx
x x

 ។ 

ដំច្ណាេះរស្ថយ 

ច្យីងមានរត្ីធា 24 24 36 x x  មាន 2 24 ( 24) 4(4)(36) 0      b ac  ច្ន្ទេះ 
តាមរូបមនរ (2.11)  ច្យីងបាន៖ 

2 2

1 2 2 1

8 24 4 124 24 36 (4 24 36) '

  
     

     dx c c c
x xx x x x  

។  
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ចំច្ េះអងំច្ត្រាល 
4 2

3

2 2 
x

dx
x x

  ច្យីងតាង 2y x  ន្ទឱំ្យ 

1
2

2
  dy xdx xdx dy  និង 

4 2 2

3 3 1

22 2 2 2


    
x

dx dy
x x y y

 ។  

ប៉ា ុផ្នររត្ីធា 2 2 2 y y  មាន 2 24 ( 2) 4(1)(2) 4 8 4 0          b ac  ច្ន្ទេះ
តាមរូបមនរ (2.13)   ច្យីងបាន៖ 

4 2 2

3 3 1

22 2 2 2


    
x

dx dy
x x y y    

        

23 2 ( 2 2) '
arctan

2 4 4

  
   

 

y y
c

 

                          
3 2 2

arctan
2 2

 
  

 

y
c   

                          
   23 3

arctan 1 arctan 1
2 2

     y c x c

 
។

 

២.៥ អងំតេទ្ាលននអនុ្មន៍ស្និទានរាង 1 1
2

(a + b ) d

a  
x x

x b x c
 

អងំច្ត្រាល 1 1
2

(a + b ) d

a  
x x

x b x c  ជាអងំច្ត្រាលមិនកំណ្ត់្ផ្ដលមានអនុគមន៍អងំ 

ច្ត្រាល 1 1
2

a + b
( )

a


 

x
F x

x b x c  
។ អនុគមន៍ច្នេះមានព ុធាភាគយកជាច្ទ្យវធា 1 1a + bx  

1( 0)a  និងព ុធាភាគផ្បងជារត្ីធា 2a ( 0)  x b x c a ។ ច្យីងនឹងសិកាពីរករណី្
ដូចត្ច្ៅ៖ 

- របសិនច្បី 1 1a + b (2 ) x k a x b   ន្ទឱំ្យ  1 1
2 2

a x + b (2 x + b)

a x a x


   

k a

b x c b x c
និង 

2
1 1

2 2 2

(a + b ) dx (2a + b) d (a )' d

a a a

 
 

       
x k x x x b x c x

k
x b x c x b x c x b x c   

                       
2

1ln a   k x b x c c
   

(2.15)

 
ផ្ដល 1c  ជាចំនួនច្េរ។ 

- របសិនច្បី 1 1a + b (2 ) x k a x b  ន្ទឱំ្យ 

 
1 1

1
1 1
2 2

(2 x + b) + b
a x + b 2 2

a x a x




   

a a b
a

a a

b x c b x c
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1 1

12 2

2 x + b 1
(b )
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2
12

(6 5)
ln 3 5 6

3 5 6


   

 
x

dx x x c
x x

  

និងតាមរូបមនរ (2.16)   ន្ទឱំ្យ 

2

2 2

3 2 3 3 1
ln 1 2

2(1) 2(1)1 1

  
     

    
 

x dx
dx x x

x x x x  

  
2

22

3 1
ln( 1)

2 2 1 3

2 2

   
  

    
   


dx

x x

x
 

2

1
3 1 1 2ln( 1) arctan
2 2 33

2 2

 
 

     
   
   
   

x
x x c

 

23 3 2 1
ln( 1) arctan

2 3 3

 
     

 

x
x x c

 
។ 

 មា៉ាងច្ទ្យៀត្ អនុគមន៍អងំច្ត្រាល 1 1
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តាមរូបមនរ (2.18)  ច្យីងបាន៖ 
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ឧទា រណ៍្ទ្យី១០  គណ្ន្ទ 
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២.៧  អងំតេទ្ាលននអនុ្មន៍ស្និទានរាង 
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 2 2 22

dx 3 2(2) dx

2(2 1)(4)(x 4) x 42(2 1)(4) 4

 
 

  
 

x

x  



រាជបណ្ឌិ ត្យសភាកមពុជា                                                              វទិ្យាស្ថា នវទិ្យាស្ថស្តសរនិងបច្ចេកវទិ្យា 

ផ្ផែកគណិ្ត្វទិ្យានិងសាិត្ិ                                                                                                      41 

         22

1 dx

8 x 48 4
  




x

x  

          2

1 1 2
ln

8 2 2 28 4


    



x x
c

xx  

        2

1 2
ln

32 28 4


   



x x
c

xx  
។  

២.៨ អនុវេតន៍ននារបំផ្បកអនុ្មន៍ស្និទាន 

កែុងផ្ផែកច្នេះ ច្យីងច្លីកយកឧទា រណ៍្មួយចំនួនផ្ដលទាក់ទ្យងនឹងារបំផ្បករបភាគ  
សនិទានច្ៅជារបភាគច្ោយផ្ផែក។ បន្ទា ប់មក ច្យីងនឹងគណ្ន្ទអងំច្ត្រាល។ 
ឧទា រណ៍្ទ្យី១២  គណ្ន្ទអងំច្ត្រាល ( ) F x dx

 
 ផ្ដល  

           
   

2 1
( )

1 1 2

 


  

x x
F x

x x x
 ។ 

ដំច្ណាេះរស្ថយ 
តាមឧទា រណ៍្ទ្យី១ ច្យីងមាន៖ 

1 1 1 1 5 1
( )

2 1 6 1 3 2
      

  
F x

x x x
 ។ 

ន្ទឱំ្យ 1 1 1 1 5 1
( ) ( )

2 1 6 1 3 2
      

   F x dx dx
x x x  

   
1 1 5

ln 1 ln 1 ln 2
2 6 3

       x x x c

 
។ 

ឧទា រណ៍្ទ្យី១៣  គណ្ន្ទ 4

23 ( 1)( 2) 
dt

t t t
។ 

ដំច្ណាេះរស្ថយ 

ច្យីងមាន 
 

2 2

1

1 2( 1)( 2) 2
   

   

A B C D

t t tt t t t  
។ 

- គុណ្អងគទាងំពីរនឹង t  រួចយក 0t  ន្ទឱំ្យ  1

4
 A ។  

- គុណ្អងគទាងំពីរនឹង ( 1)t  រួចយក 1t  ន្ទឱំ្យ  1B ។  
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- គុណ្អងគទាងំពីរនឹង 2( 2)t  រួចយក 2t  ន្ទឱំ្យ  1

2
C ។  

- គុណ្អងគទាងំពីរនឹង t  រួចយក t  ន្ទឱំ្យ  0   A B D  ន្ទឱំ្យ
1 3

1
4 4

      D A B  ។  

ច្យីងបាន 
 

2 2

1 1 1 1 3

4 1 4( 2)( 1)( 2) 2 2
    

   t t tt t t t  

      
 

21 1 1 1 3 1
2

4 1 2 4 ( 2)


       

 
t

t t t
។  

ន្ទឱំ្យ  
4 4 2

23 3

1 1 1 1 3 1
2

4 1 2 4 ( 2)( 1)( 2)

 
        

    
 

dt
t dt

t t tt t t   

      

4
1

3

1 1 ( 2) 3
ln ln 1 ln 2

4 2 ( 1) 4


       



t
t t t

    

      

11 1 2 3 1 1 1 3
ln 4 ln3 ln 2 ln3 ln 2 ln1

4 2 ( 1) 4 4 2 ( 1) 4

   
              

               
1 5 1 7

ln 4 ln3 ln 2
4 4 4 4

    

 
ln 4 5ln3 1 7ln 2

0.0637
4

   
 

 
។

 

ឧទា រណ៍្ទ្យី១៤  គណ្ន្ទ 1

30 1
u du

u
។ 

ដំច្ណាេះរស្ថយ 

ច្យីងមាន 
3 2 211 ( 1)( 1) 1


  

     

u u A Bu C

uu u u u u u  
។ 

- គុណ្អងគទាងំពីរនឹង ( 1)u  រួចយក 1 u  ន្ទឱំ្យ  1 1

1 1 1 3


  

 
A ។  

- គុណ្អងគទាងំពីរនឹង u  រួចយក u  ន្ទឱំ្យ  0  A B  ន្ទឱំ្យ 
1 1

3 3

 
      

 
B A ។  

- យក 0u  ន្ទឱំ្យ  0 A C  ន្ទឱំ្យ 1 1

3 3

 
      

 
C A ។  

ច្យីងបាន 
3 2

1 1 1 1

3 1 31 1


    

  

u u

uu u u  
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        2

1 1 1 1 (2 1) 3

3 1 3 2 1

 
     

  

u

u u u    
       

  
     

2 22

1 1 1 2 1 1 1

3 1 6 21 1 3

2 2


      

     
    

   

u

u u u
u

  ។ 
 

ន្ទឱំ្យ 1 1

3 2 20 0 2

1 1 1 2 1 1 1

3 1 6 21 1 1 3

2 2

 
 
 

       
      

     
    

 
u du u

du
uu u u

u
  

   

1

2

0

1
1 1 1 1 2ln 1 ln 1 arctan
3 6 2 33 / 2

2

 
 

        
 
 
 

u
u u u

    

   
1 1 1 1 1 1 1 1

ln 2 ln1 arctan ln1 ln1 arctan
3 6 3 63 3 3 3

   
          
     

   
1 2 1

ln 2 arctan 0.3735
3 3 3

   

 
។

 
 

ជាសរុប ជំពូកទ្យី២ច្នេះបានផរល់នូវវធិីស្ថស្តសរននារបំផ្បកអនុគមន៍សនិទានកែុង  

និងវធិីស្ថស្តសរគណ្ន្ទអងំច្ត្រាលននអនុគមន៍សនិទានមួយចំនួនដូចជា 1
,

( ) n
dx

a x b

2 2

dx
,

x  a 2

dx
,

a x   b x c

1 1
2

(a x + b ) dx
,

a x   b x c 2 2

dx

(x ) ma  

និង
 

2 2

dx

(x ) ma
។ 

បន្ទា ប់មក ច្យីងនឹងបង្ហា ញនិងសិកាអំពីរបច្ភទ្យអងំច្ត្រាលននអនុគមន៍អសនិទានច្ៅកែុង
ជំពូកទ្យី៣បនរច្ទ្យៀត្។ 
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ជំពូកទី៣      

ប្រភេទអងំភេប្ាលនៃអៃុគមៃ៍អសៃិទាៃ 
(Types of Integrals of Irrational Functions ) 

 

ច្ៅកែុងជំពូកទ្យី៣ច្នេះ ច្យីងនឹងសិកាផ្ត្អំពីប្បច្ភទ្យអងំច្ត្ប្ាលននអនុគមន៍អសន ិ
ទានមួយចំនួននិងដំច្ េះប្ស្ថយរបស់វាដូចត្ច្ៅ៖ 

៣.១ អងំភេប្ាលនៃអៃុគមៃ៍អសៃិទាៃរាង 1


 n

dx
a x b

 

អងំច្ត្ប្ាល 1
( 0, , 2)  


 n

dx a n n
a x b  ជាអងំច្ត្ប្ាលមិនកំណ្ត់្  

ផ្ដលមានអនុគមន៍អងំច្ត្ប្ាល 1

n a x b
 ជាអនុគមន៍អសនិទាន។ 

 ច្ដីមបីគណ្នាអងំច្ត្ប្ាល 1


 n

dx
a x b

 ច្យីងតាង  nt a x b  នាឱំ្យ 

 nt a x b   និង 1 1   n nn
nt dt adx dx t dt

a
 ។  

នាឱំ្យ 
1

21


 


  

n

n

n

n
t dt

nadx t dt
t aa x b  

។ 

             
11 ( )

( 1) ( 1)

 
    

 

nn nn a x bn t
c c

a n n a   
(3.1)  

ផ្ដល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី១  គណ្នា 1

3 4
 dx

x   
និង 

2

3
1

1

5 3
 dx

x  
។ 

 ដំច្ េះប្ស្ថយ  
តាមរូបមនរ (3.1)  ច្យីងបាន៖ 
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2 3 41

33 4


 




x
dx c

x    

និង   
2

2 23
3 32 2

3
1 1

3 (5 3)1 3
13 8

2 5 105 3


  




x
dx

x   

          
 33

169 4 0.4586
10

  
 
។ 

៣.២  អងំភេប្ាលនៃអៃុគមៃ៍អសៃិទាៃរាង  n a x b dx  

 អងំច្ត្ប្ាល ( 0, , 2)    n a x b dx a n n  ជាអងំច្ត្ប្ាលមិនកំណ្ត់្ 

ផ្ដលមានអនុគមន៍អងំច្ត្ប្ាល n a x b  ជាអនុគមន៍អសនិទាន។  

ច្ដីមបីគណ្នាអងំច្ត្ប្ាល  n a x b dx  ច្យីងតាង  nt a x b  នាឱំ្យ  

 nt a x b  និង 1 1   n nn
nt dt adx dx t dt

a
 ។  

នាឱំ្យ 1     
n nn

n n
a x b dx t t dt t dt

a a
 

             
11 ( )

( 1) ( 1)

 
    

 

nn nn a x bn t
c c

a n n a
   (3.2) 

ផ្ដល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី២  គណ្នា 3 4 x dx
  
និង 

2

3

1

5 3 x dx

 
។ 

ដំច្ េះប្ស្ថយ 
តាមរូបមនរ (3.2)  ច្យីងបាន៖ 

2 1 32 (3 4) 2 (3 4)
3 4

(2 1) 3 9

 
    

 
x x

x dx c c
   

និង   
2

2 43
3 34 43

1 1

3 (5 3) 3
5 3 13 8

4 5 20


   


x

x dx

  

         
 33
13 13 16 2.1851

20
  

 
។ 
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៣.៣ អងំភេប្ាលនៃអៃុគមៃ៍អសៃិទាៃរាង ( )
mn a x b dx  

អងំច្ត្ប្ាល ( ) ( 0, , 2, )    
mn a x b dx a n n m  ជាអងំច្ត្ប្ាល  

មិនកំណ្ត់្ផ្ដលមានអនុគមន៍អងំច្ត្ប្ាល ( ) mn a x b  ជាអនុគមន៍អសនិទាន។  

ច្ដីមបីគណ្នាអងំច្ត្ប្ាល ( )
mn a x b dx  ច្យីងតាង  nt a x b  នាឱំ្យ  

 nt a x b   និង 1 1   n nn
nt dt adx dx t dt

a
 ។  

នាឱំ្យ 1 1( ) (*)       
m m n m nn n n

a x b dx t t dt t dt
a a  

។
 

បនាា ប់មក ច្យីងសិកាផ្ត្ករណី្ 0 m n ។ 

នាឱំ្យ 

 
1( )

( )


     

 
m n

m m nn n n t
a x b dx t dt c

a a m n  

       
( )

( )


 



m nnn a x b
c

m n a     
(3.3)  

ផ្ដល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី៣  គណ្នា 3(3 4) x dx
  
និង 

2
43

1

(5 3) x dx

 
។ 

ដំច្ េះប្ស្ថយ 
តាមរូបមនរ (3.3)  ច្យីងបាន៖ 

3 2 5
3 2 (3 4) 2 (3 4)

(3 4)
(3 2) 3 15

 
    

 
x x

x dx c c

 

និង   
2

2 4 33
3 34 7 73

1 1

3 (5 3) 3
(5 3) 13 8

(4 3) 5 35


   

 
x

x dx

  

     
 33
169 13 128 23.0893

35
  

 
។ 
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៣.៤ អងំភេប្ាលនៃអៃុគមៃ៍អសៃិទាៃរាង 
2

1


 dx

k x
 

អងំច្ត្ប្ាល 
2

1


 dx

k x  
ជាអងំច្ត្ប្ាលមិនកំណ្ត់្ផ្ដលមានអនុគមន៍អងំច្ត្ 

ប្ាល 
2

1

k x
 ជាអនុគមន៍អសនិទាន។  

 ច្ដីមបីគណ្នាអងំច្ត្ប្ាល 
2

1


 dx

k x
  ច្យីងអចតាង x k sin t (k 0)   

ឬ x k cos t (k 0)  ។  

ច្បីច្យីងតាង x k sin t (k 0)   នាឱំ្យ 1x x
t arcsin sin

k k

   និង  

dx k cos t dt ។ 

នាឱំ្យ 
2 2

1 cos cos

cossin
 

 
  

k t dt k t dt
dx

k tk x k k t  

          
1sin    

x
dt t c c

k     
(3.4)

 
 

ផ្ដល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី៤  គណ្នា 
2

1

5
 dx

x   
និង 

1

2
0

1

16 9
 dx

x  
។ 

ដំច្ េះប្ស្ថយ 
តាមរូបមនរ (3.4)  ច្យីងបាន៖ 

1

2

1
sin

55

 



x

dx c
x  

និង  
1 1 1

2
2 20 0 0

1 1 1 1

316 1616 9 9( )
9 9

 
  

  dx dx dx
x x x    

                                

1

1
1 1

0

0

1 1 3
sin sin

3 3 416

9

  
x x

 

    
1 1 11 3 1 3

sin sin 0 sin 0.2826
3 4 3 4

   
    

   
។
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៣.៥ អងំភេប្ាលនៃអៃុគមៃ៍អសៃិទាៃរាង 
2

1


 dx

x k
 

អងំច្ត្ប្ាល 
2

1


 dx

x k  
ជាអងំច្ត្ប្ាលមិនកំណ្ត់្ផ្ដលមានអនុគមន៍អងំច្ត្ 

ប្ាល 
2

1

x k
 ជាអនុគមន៍អសនិទាន។  

 ច្ដីមបីគណ្នាអងំច្ត្ប្ាល 
2

1


 dx

x k
  ច្យីងអចតាង x k tan t (k 0)   

ឬ 2t x x k    ។  

រច្បៀបទ្យី១   ច្យីងតាង x k tan t (k 0)   នាឱំ្យ 1x x
t arctan tan ,

k k

 

1
sec t

cos t
  

2
2x

1 x k / k
k

     និង 
2

dt
dx k

cos t
  ។ 

នាឱំ្យ 
22 2

1 1

costan
 

 
 

k dt
dx

tx k k t k  

           2 2

1 cos
( )

(1/ cos ) cos 1 sin
   


 

k dt t dt

k t t t
 ។

          
បនាា ប់មក ច្យីងតាង u sin t  នាឱំ្យ du cos tdt  និងពីសមីារ ( )  ច្ៅជា៖ 

2 22

1 cos

1 sin 1
 

 
  

t dt du
dx

t ux k  

          
(1 ) (1 ) 1 1

2(1 ) (1 ) 2(1 ) 2(1 )

   
   

    
 

u u
du du

u u u u               
1 1 1 1

ln 1 ln 1 ln
2 2 2 1


       



u
u u c c

u  

          
1 1 sin 1 1/ cos tan

ln ln
2 1 sin 2 1/ cos tan

 
   

 

t t t
c c

t t t  

         

2 2

2 2

1 / / 1
ln ln

2 2/ /

   
   

   

x k k x k x k x
c c

x k k x k x k x      

                  

2 2
2

12 2

1 ( )
ln ln

2

 
     

 

x k x
c x x k c

x k x  
ផ្ដល 1,c c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 
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រច្បៀបទ្យី២    ច្យីងតាង 2t x x k    នាឱំ្យ 

 2

2

' 2x
dt x x k dx 1 dx

2 x k

 
     

  

  

    

2

2 2

x x k t
dx dx

x k x k

  
  
   

 

និង  
2

1 dt
dx

tx k



 ។ 

នាឱំ្យ 2

2

1
ln ln      


 

dt
dx t c x x k c

tx k
  

ផ្ដល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

ដូចច្នេះ ច្យីងបានរូបមនរ 2

2

1
ln   


 dx x x k c

x k
  (3.5)  ។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី៥  គណ្នា 
2

1

2
 dx

x   
និង 

1

2
0

1

16 9
 dx

x  
។ 

ដំច្ េះប្ស្ថយ 
តាមរូបមនរ (3.5)  ច្យីងបាន៖ 

 2 2

2

1
ln 2 ln 2

2
       


 dx x x c x x c

x  
និង  

1 1 1

2
2 20 0 0

1 1 1 1

316 1616 9 9( )
9 9

 
  

  dx dx dx
x x x                               

                                 

1

2

0

1 16
ln

3 9
  x x

 

      

1 16 1 16
ln 1 1 ln 0 0

3 9 3 9
     

 

      
1

ln 2 0.2310
3

 

 
។ 
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៣.៦ អងំភេប្ាលនៃអៃុគមៃ៍អសៃិទាៃរាង 
2

1


 dx

x k
 

 អងំច្ត្ប្ាល 
2

1


 dx

x k  
ជាអងំច្ត្ប្ាលមិនកំណ្ត់្ផ្ដលមានអនុគមន៍អងំច្ត្

ប្ាល 
2

1

x k
 ជាអនុគមន៍អសនិទាន។  

 ច្ដីមបីគណ្នាអងំច្ត្ប្ាល 
2

1


 dx

x k
  ច្យីងអចតាង x k sec t

k

cos t


(k 0)  ឬ 2t x x k   ។  

រច្បៀបទ្យី១   ច្យីងតាង k
x k sec t (k 0)

cos t
    នាឱំ្យ  1 x

,
cos t k



k
t arccos

x


2
1 k x k

cos , tan t
x k

 
   និង 

2

k sin t dt
dx

cos t
  ។ 

នាឱំ្យ 
22

1 1 sin

costan cos
  


  

k t dt dt
dx

tk t tx k  

          
1 1 sin 1 1/ cos tan

ln ln
2 1 sin 2 1/ cos tan

 
   

 

t t t
c c

t t t  
(តាមផ្ផែក ៣.៥)

 

          

2 2

2 2

1 / / 1
ln ln

2 2/ /

   
   

   

x k x k k x x k
c c

x k x k k x x k      

                   

2 2
2

12 2

1 ( )
ln ln

2

 
     

 

x x k
c x x k c

x x k  
ផ្ដល 1,c c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

រច្បៀបទ្យី២    ច្យីងតាង 2t x x k    នាឱំ្យ 

 
2

2

2 2 2

' 2x x x k t
dt x x k dx 1 dx dx dx

2 x k x k x k

    
        

        

  

និង  
2

1 dt
dx

tx k



 ។ 

នាឱំ្យ 2

2

1
ln ln      


 

dt
dx t c x x k c

tx k
  

ផ្ដល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 
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ដូចច្នេះ ច្យីងបានរូបមនរ 2

2

1
ln   


 dx x x k c

x k   
(3.6) ។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី៦  គណ្នា 
2

1

5
 dx

x   
និង 

4

2
2

1

9 16
 dx

x  
។ 

ដំច្ េះប្ស្ថយ 
តាមរូបមនរ (3.6)  ច្យីងបាន៖ 

2

2

1
ln 5

5
   


 dx x x c

x  
និង  

4 4 4

2
2 22 2 2

1 1 1 1

316 169 16 9( )
9 9

 
  

  dx dx dx
x x x        

     

4

2

2

1 16
ln

3 9
  x x

                        

     
2 21 16 1 16

ln 4 4 ln 2 2
3 9 3 9

     

 

              
1 6 4 2

ln 0.2667
3 3 5

 
  

   
។

 

៣.៧ អងំភេប្ាលនៃអៃុគមៃ៍អសៃិទាៃរាង 2 k x dx  

 អងំច្ត្ប្ាល 2 k x dx

 
ជាអងំច្ត្ប្ាលមិនកំណ្ត់្ផ្ដលមានអនុគមន៍អងំច្ត្

ប្ាល 2k x  ជាអនុគមន៍អសនិទាន។  

 ច្ដីមបីគណ្នាអងំច្ត្ប្ាល 2 k x dx   ច្យីងអចតាង x k sin t (k 0)   

ឬ x k cos t (k 0)   ឬក៏ច្យីងអចច្ប្បីវធិីអងំច្ត្ប្ាលច្ោយផ្ផែក។  
រច្បៀបទ្យី១  ច្យីងតាង x k sin t (k 0)   នាឱំ្យ 

1x x x
sin t , t arcsin sin

k k k

    និង dx k cos t dt  ។ 

នាឱំ្យ 2 2 2sin cos cos      k x dx k k t k t dt k t dt
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1 cos2 1

sìn 2
2 2 2

  
    

 


t k
k dt t t c

 

         
 21

2sin cos sin 1 sin
2 2 2

 
       

 

k k
t t t c t t t c

           

         

2
1sin 1

2


 
    
 
 

k x x x
c

kk k  

         
1 21

sin
2 2

   
k x

x k x c
k  

ផ្ដល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

រច្បៀបទ្យី២  ច្យីងច្ប្បីវធិីអងំច្ត្ប្ាលច្ោយផ្ផែក។ 

ច្យីងមាន 
2 2

2

2 2 2
( )


    

  
   

k x dx x
k x dx dx k dx

k x k x k x
 ។ 

ច្យីងយក u x  នាឱំ្យ du dx   

និង 
2




x
dv dx

k x
 នាឱំ្យ 

  
1

2 22

2

1
( )

2


     


  

x
v dv dx k x d k x

k x
 

     
1

2 2
21 ( )

2 (1/ 2)


     

k x
k x

 
។ 

នាឱំ្យ 
2

2
  


  

x
dx u dv uv vdu

k x  

                             
2 2    x k x k x dx  

និងតាមសមីារ ( )  នាឱំ្យ 

2 2 2

2
     


  

dx
k x dx k x k x k x dx

k x  
2 2

2
2    


 

dx
k x dx k x k x

k x  
2 2

2

1

2 2
    


 

k dx
k x dx x k x

k x  
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1 21

sin
2 2

   
k x

x k x c
k  

ផ្ដល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។  

ដូចច្នេះ ច្យីងបានរូបមនរ 2 2 11
sin

2 2

    
k x

k x dx x k x c
k   

(3.7)

 
។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី៧  គណ្នា 25 x dx
  
និង 

1
2

0

16 9 x dx

 
។ 

ដំច្ េះប្ស្ថយ 
តាមរូបមនរ (3.7)  ច្យីងបាន៖ 

2 2 11 5
5 5 sin

2 2 5

    
x

x dx x x c

 
និង  

1 1 1
2 2 2

0 0 0

16 16
16 9 9( ) 3

9 9
      x dx x dx x dx

                              

   

1

2 1

0

3 16 3 16
sin

2 9 2 9 16

9

   
x

x x

 

   

1
2 1

0

3 16 8 3
sin

2 9 3 4

  
x

x x

 

   
1 13 16 8 3

1 sin sin 0
2 9 3 4

  
    

    

   
17 8 3

sin 3.5843
2 3 4

  

 
។

 

៣.៨ អងំភេប្ាលនៃអៃុគមៃ៍អសៃិទាៃរាង 2  x k dx  

 អងំច្ត្ប្ាល 2  x k dx

 
ជាអងំច្ត្ប្ាលមិនកំណ្ត់្ផ្ដលមានអនុគមន៍អងំច្ត្

ប្ាល 2 x k  ជាអនុគមន៍អសនិទាន។  
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 ច្ដីមបីគណ្នាអងំច្ត្ប្ាល 2  x k dx  ច្យីងអចតាង x k tan t (k 0)   

ឬក៏ច្យីងអចច្ប្បីវធិីអងំច្ត្ប្ាលច្ោយផ្ផែក។  
ឥឡូវច្នេះ ច្យីងច្ប្បីវធិីអងំច្ត្ប្ាលច្ោយផ្ផែក។ 

ច្យីងមាន 
2 2

2

2 2 2
( )


    

  
   

x k x dx
x k dx dx dx k

x k x k x k
 ។ 

ច្យីងយក u x  នាឱំ្យ du dx   

និង 
2




x
dv dx

x k
 នាឱំ្យ 

  
1

2 22

2

1
( )

2


    


  

x
v dv dx x k d x k

x k
 

      
1

2 2
21 ( )

2 (1 / 2)


   

x k
x k  ។ 

នាឱំ្យ 
2

2 2

2
   


 

x
dx x x k x k dx

x k  

និងតាមសមីារ ( )  នាឱំ្យ 

2 2 2

2
     


  

dx
x k dx x x k x k dx k

x k  
2 2

2
2    


 

dx
x k dx x x k k

x k  
2 2

2

1

2 2
    


 

k dx
x k dx x x k

x k  

                
2 21

ln
2 2

     
k

x x k x x k c

 
ផ្ដល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។  

ដូចច្នេះ ច្យីងបានរូបមនរ 2 2 21
ln

2 2
      

k
x k dx x x k x x k c (3.8)។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី៨  គណ្នា 2 5 x dx
  
និង 

1
2

0

16 9 x dx

 
។ 

ដំច្ េះប្ស្ថយ 
តាមរូបមនរ (3.8)  ច្យីងបាន៖ 
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2 2 21 5
5 5 ln 5

2 2
       x dx x x x x c

 

និង  
1 1 1

2 2 2

0 0 0

16 16
16 9 9( ) 3

9 9
      x dx x dx x dx

   

                          

1

2 2

0

3 16 3 16 16
ln

2 9 2 9 9
     x x x x

 

    

3 16 8 16 8 16
1 ln 1 1 ln 0 0

2 9 3 9 3 9
       

 

    
5 8 8 8 4 5 8

ln ln ln 2 4.3483
2 3 3 3 3 2 3

     

 

។ 

៣.៩ អងំភេប្ាលនៃអៃុគមៃ៍អសៃិទាៃរាង 2  x k dx  

អងំច្ត្ប្ាល 2  x k dx

 
ជាអងំច្ត្ប្ាលមិនកំណ្ត់្ផ្ដលមានអនុគមន៍អងំច្ត្ 

ប្ាល 2 x k  ជាអនុគមន៍អសនិទាន។  

 ច្ដីមបីគណ្នាអងំច្ត្ប្ាល 2  x k dx  ច្យីងអចតាង k
x k sec t

cos t
 

(k 0)  ឬក៏ច្យីងអចច្ប្បីវធិីអងំច្ត្ប្ាលច្ោយផ្ផែក។  
ឥឡូវច្នេះ ច្យីងច្ប្បីវធិីអងំច្ត្ប្ាលច្ោយផ្ផែក។ 

ច្យីងមាន 
2 2

2

2 2 2
( )


    

  
   

x k x dx
x k dx dx dx k

x k x k x k
 ។ 

ច្យីងយក u x  នាឱំ្យ du dx   

និង 
2




x
dv dx

x k
 នាឱំ្យ 

  
1

2 22

2

1
( )

2


    


  

x
v dv dx x k d x k

x k
 

     
1

2 2
21 ( )

2 (1/ 2)


   

x k
x k  ។ 

នាឱំ្យ 
2

2 2

2
   


 

x
dx x x k x k dx

x k  

និងតាមសមីារ ( )  នាឱំ្យ 



រាជបណ្ឌិ ត្យសភាកមពុជា                                                              វទិ្យាស្ថា នវទិ្យាស្ថស្តសរនិងបច្ចេកវទិ្យា 

ផ្ផែកគណិ្ត្វទិ្យានិងសាិត្ិ                                                                                                        56 
 

2 2 2

2
     


  

dx
x k dx x x k x k dx k

x k  
2 2

2
2    


 

dx
x k dx x x k k

x k  
2 2

2

1

2 2
    


 

k dx
x k dx x x k

x k  

      
2 21

ln
2 2

     
k

x x k x x k c

 
ផ្ដល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។  

ដូចច្នេះ ច្យីងបានរូបមនរ 2 2 21
ln

2 2
      

k
x k dx x x k x x k c

 
(3.9)

 
។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី៩  គណ្នា 2 5 x dx
  
និង 

4
2

2

9 16 x dx

 
។ 

ដំច្ េះប្ស្ថយ 

តាមរូបមនរ (3.9)  ច្យីងបាន៖ 

2 2 21 5
5 5 ln 5

2 2
       x dx x x x x c

 

និង  
4 4 4

2 2 2

2 2 2

16 16
9 16 9( ) 3

9 9
      x dx x dx x dx

   

                           

4

2 2

2

3 16 3 16 16
ln

2 9 2 9 9
     x x x x

                                 

         
2 2 2 23 16 8 16 3 16 8 16

4 4 ln 4 4 2 2 ln 2 2
2 9 3 9 2 9 3 9

             

       

8 12 8 2 8 6 2 5
16 2 2 5 ln ln

3 3 3 3

 
   

 

         

8 3 5
16 2 2 5 ln 16.0210

3 6 4 2


   

  
។
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៣.១០ អងំភេប្ាលនៃអៃុគមៃ៍អសៃិទាៃរាង ( )  x a x b dx   

អងំច្ត្ប្ាល ( )  x a x b dx 

  
ជាអងំច្ត្ប្ាលមិនកំណ្ត់្ផ្ដលមាន 

អនគុមន៍អងំច្ត្ប្ាល ( ) x a x b   ជាអនុគមន៍អសនិទាន។  

ច្ដីមបីគណ្នាអងំច្ត្ប្ាល ( )  x a x b dx   ច្យីងតាង t a x b   

(a 0)  នាឱំ្យ 
2

2 ,


  
t b

t a x b x
a

 និង 2
2   t dt adx dx t dt

a
 ។  

នាឱំ្យ 
2 2

( )
  

       
   

 
t b

x a x b dx t t dt
a a

   

           
2 2 4 2

2 2

2 2
( )        

    t b a t dt t a b t dt
a a

     

 

      

5 3

2

2
( )

5 3

 
    

  

t t
a b c

a
  

 

      
5 3

2 2

2 2( )

5 3


  

a b
t t c

a a

  

 

       
5 3

2 2

2 2( )
( ) ( )

5 3


    

a b
a x b a x b c

a a

  

 
(3.10)   

 
ផ្ដល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី១០  គណ្នា (6 5) 3 4  x x dx
 
។ 

ដំច្ េះប្ស្ថយ 
តាមរូបមនរ (3.10)  ច្យីងបាន៖ 

 
5 3

2 2

2 6 2(3 5 6 4)
(6 5) 3 4 (3 4) (3 4)

5 3 3 3

   
      

 
 x x dx x x c

   

   
5 34 2

(3 4) (3 4)
15 3

    x x c

 
។  

 

៣.១១ អងំភេប្ាលនៃអៃុគមៃ៍អសៃិទាៃរាង 
( ) 


dx

x a x b 
 

អងំច្ត្ប្ាល ( 0, 0)
( )

 
 


dx

a
x a x b


   

ជាអងំច្ត្ប្ាលមិនកំណ្ត់្ 
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ផ្ដលមានអនុគមន៍អងំច្ត្ប្ាល 1

( ) x a x b 
 ជាអនុគមន៍អសនិទាន។  

ច្ដីមបីគណ្នាអងំច្ត្ប្ាល 
( ) 


dx

x a x b 
 ច្យីងតាង t a x b   នាឱំ្យ  

2 , t ax b  
2 


t b

x
a

 និង 2
2   t dt adx dx t dt

a
 ។  

នាឱំ្យ 
2 2

2
2

( )
( ( ) )

 
    



  

t dt
dx dta

ax a x b t b t b a
t

a a

    
                   

2
2

2 2
( )  

 
 

dt dt

a b t kt
  


  
ផ្ដល  


a b

k
 


 ។ 

 - ច្បី 0k  ច្នាេះពីសមីារ ( )  នាឱំ្យ 

 2

2

2 2

( )

 
 

  
dx dt

t dt
x a x b t  

   

            

12 2 2

( 1)



       
 

t
c c c

t a x b    
(3.11)  

ផ្ដល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

 - ច្បី 0k  ច្នាេះពីសមីារ ( )  និងតាមផ្ផែក ១.២.៣ នាឱំ្យ 

 1

2 2

2 2 1
tan

( ) ( )

  
    

    
 

dx dt t
c

x a x b k kt k  
   

            
12

tan
 

   
 

a x b
c

k k   
(3.12) 

ផ្ដល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

 - ច្បី 0k  ច្នាេះពីសមីារ ( )  និងតាមផ្ផែក ១.២.៣ នាឱំ្យ   

 
2 2

2 2 1
ln

( ) 2( )

 
   

     
 

t kdx dt
c

x a x b k t kt k  
   

            1
ln

  
 

   

a x b k
c

k a x b k    
(3.13) 

ផ្ដល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 
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ឧទាហរណ៍្ទ្យី១១   គណ្នា ,
(2 3) 2 3 (2 5) 4 3   
 

dx dx

x x x x  
និង 

(4 3) 2 5 


dx

x x  
។ 

ដំច្ េះប្ស្ថយ 

ចំច្ េះអងំច្ត្ប្ាល 
(2 3) 2 3 


dx

x x
 មាន 2(3) 2(3)

0
2

 
  

a b
k

 


 ។ 

ច្នាេះតាមរូបមនរ (3.11)  ច្យីងបាន៖ 
2 1

(2 3) 2 3 2 2 3 2 3
     

   


dx
c c

x x x x    

ចំច្ េះអងំច្ត្ប្ាល 
(2 5) 4 3 


dx

x x
 មាន 4(5) 2(3)

7 0
2

 
   

a b
k

 


 ។ 

ច្នាេះតាមរូបមនរ (3.12)  ច្យីងបាន៖ 

1 14 3 4 32 1
tan tan

(2 5) 4 3 2 7 7 7 7

 
    

              


x xdx
c c

x x

និងចំច្ េះអងំច្ត្ប្ាល 
(4 3) 2 5 


dx

x x
 មាន  

2(3) 4(5)
3.5 0

4

 
    

a b
k

 


 ។ 

ច្នាេះតាមរូបមនរ (3.13)  ច្យីងបាន៖ 
2 5 3.51

ln
(4 3) 2 5 4 3.5 2 5 3.5

 
 

   


xdx
c

x x x  
។   

៣.១២  អងំភេប្ាលនៃអៃុគមៃ៍អសៃិទាៃរាង 
2

d

a  


x

x b x c
 

អងំច្ត្ប្ាល 
2

d
( 0)

a


 


x
a

x b x c  ជាអងំច្ត្ប្ាលមិនកំណ្ត់្ផ្ដលមាន 

អនុគមន៍អងំច្ត្ប្ាល 
2

1

a  x b x c
 ជាអនុគមន៍អសនិទាន។ អនុគមន៍ច្នេះមានប្ត្ីធា 

2a x ( 0)  b x c a ។  
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ច្យីងនឹងសិកាតាម 2 4  b ac  ច្ដីមបីផ្សែងរកឫសននប្ត្ីធាច្នេះ។ 

១. ករណី្ 0   ច្នាេះប្ត្ីធាមានឫសឌុបគឺ 1 2
2

  
b

x x
a

 ។  

នាឱំ្យ  
2

2 2a , a ( 0)
2 2

 
         

 

b b
x b x c a x x b x c a x a

a a
 និង  

1
2

d 1 1
ln

2a
2

   
    
 

 
x dx b

x c
b aa ax b x c x
a

 

      
2

1
ln 2  a x b c

a    
(3.14)

 
ផ្ដល 1 2,c c  ជាចំនួនច្េរ និង 0a  ។

 
២. ករណី្ 0   ច្នាេះប្ត្ីធាមានឫសពីរច្ផេងគ្នែ គឺ 1

2

  


b
x

a
 ឬ  

2
2

  


b
x

a
 ។  

នាឱំ្យ 
2 22

2

2 2

4
a

2 24 4

       
             

         

b ac b b
x b x c a x a x

a aa a
   

          1 2( )( )  a x x x x   

និងច្យីងតាង 
2

 
b

t x
a

 នាឱំ្យ dx dt  ។ 

- ប្បសិនច្បី 0a  នាឱំ្យ 

2 2

2

d 1

a

2 4


   

  
 

 
x dx

ax b x c b
x

a a          

2
12

2

2

1 1
ln

4

4


    





dt

t t c
aa a

t
a  

      

2
12

1
ln ( )

2 2 4


     

b b
x x c

a a aa
 

       
2

1

1
ln

2

 
   

b a x b x c
x c

a aa
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 2
2

1
ln 2 2     a x b a a x b x c c

a   
(3.15)

 
ផ្ដល 1 2,c c  ជាចំនួនច្េរ និង 0a  ។ 

- ប្បសិនច្បី 0a  នាឱំ្យ 

2 2

2

d 1

a

24


    

  
 

 
x dx

ax b x c b
x

aa          

1
1

2

2

1 1
sin

/ 2

4

  
   

    


dt t
c

a a a
t

a             

      

1
1

1 2
sin  

  
  

a x b
c

a    
(3.16)

 ផ្ដល 2 ,  a x b 1c  ជាចំនួនច្េរ និង 0a  ។ 

៣. ប្បសិនច្បី 0   ច្នាេះប្ត្ីធាគ្នា នឫសចំនួនពិត្ច្ទ្យ។ នាឱំ្យប្ត្ីធាអចសរច្សរជា   
2 22

2

2 2

4
a

2 24 4

       
             

         

b ac b b
x b x c a x a x

a aa a
   

និងច្យីងតាង 
2

 
b

t x
a

 នាឱំ្យ dx dt  ។ 

- ប្បសិនច្បី 0a  នាឱំ្យ 

2 2

2

d 1

a

2 4


   

  
 

 
x dx

ax b x c b
x

a a          

2
12

2

2

1 1
ln

4

4


    





dt

t t c
aa a

t
a  

      

2
12

1
ln ( )

2 2 4


     

b b
x x c

a a aa
 

       
2

1

1
ln

2

 
   

b a x b x c
x c

a aa
 

      

 2
2

1
ln 2 2     a x b a a x b x c c

a
  

                                                                         (ដូចគ្នែ នឹងរូបមនរ (3.15) )
 

ផ្ដល 1 2,c c  ជាចំនួនច្េរ និង 0a  ។ 
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- ប្បសិនច្បី 0a  នាឱំ្យ  
2

2

2
a 0

2 4

  
       

   

b
x b x c a x

a a
  ច្នាេះច្យីង 

មិនអចគណ្នា អងំច្ត្ប្ាលប្បច្ភទ្យច្នេះបានច្ទ្យ។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី១២  គណ្នា 
2 2 2

d d d
, ,

4 4 1 4 4 3 4 4 8     
  

x x x

x x x x x x  
និង 

2

d

4 4 4  


x

x x  
។ 

ដំច្ េះប្ស្ថយ 

ចំច្ េះអងំច្ត្ប្ាល 
2

d

4 4 1 


x

x x
 មាន 2 24 4 4(4)(1) 0     b ac  ។ 

ច្នាេះតាមរូបមនរ (3.14)  ច្យីងបាន៖ 

2 2
2

d 1 1
ln 2 4 4 ln 8 4

244 4 1
      

 


x
x c x c

x x
 ។ 

ចំច្ េះអងំច្ត្ប្ាល 
2

d

4 4 3 


x

x x
 មាន 24 0, 4    a b ac 24 4(4)(3) 

32 0    ។ 
ច្នាេះតាមរូបមនរ (3.15)  ច្យីងបាន៖ 

 2
2

2

d 1
ln 2 4 4 2 4 4 4 3

44 4 3
      

 


x
x x x c

x x
  

      2
2

1
ln 8 4 4 4 4 3

2
     x x x c ។ 

ចំច្ េះអងំច្ត្ប្ាល 
2

d

4 4 8 


x

x x
មាន 2 24 0, 4 4 4(4)( 8)       a b ac

144 0   ។ 
ច្នាេះតាមរូបមនរ (3.15)  ច្យីងបាន៖ 

 2
2

2

d 1
ln 2 4 4 2 4 4 4 8

44 4 8
      

 


x
x x x c

x x          
2

2

1
ln 8 4 4 4 4 8

2
     x x x c  ។ 
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ចំច្ េះអងំច្ត្ប្ាល 
2

d

4 4 4  


x

x x  
មាន 24 0, ( 4) 4( 4)(4)       a

80 0 
 
។ 

ច្នាេះតាមរូបមនរ (3.16)  ច្យីងបាន៖ 

1
1

2

d 1 2( 4) ( 4)
sin

( 4) 804 4 4

    
  

     


x x
c

x x             
1 1

1 1

1 8 4 1 2 1
sin sin

2 24 5 5

      
      

  

x x
c c

 
។ 

៣.១៣ អងំភេប្ាលនៃអៃុគមៃអ៍សៃទិាៃរាង 2   a x b x c dx  

អងំច្ត្ប្ាល 2 ( 0)   a x b x c dx a

 
ជាអងំច្ត្ប្ាលមិនកំណ្ត់្ផ្ដលមាន 

អនុគមន៍អងំច្ត្ប្ាល 2  a x b x c  ជាអនុគមន៍អសនិទាន។ អនុគមន៍ច្នេះមានប្ត្ីធា 
2a x ( 0)  b x c a ។  

ច្យីងនឹងសិកាតាម 2 4  b ac   ច្ដីមបីផ្សែងរកឫសននប្ត្ីធាច្នេះ។ 

១. ករណី្ 0   ច្នាេះប្ត្ីធាមានឫសឌុបគឺ 1 2
2

  
b

x x
a

 ។  

នាឱំ្យ  
2

2 2a , a ( 0)
2 2

 
         

 

b b
x b x c a x x b x c a x a

a a
 និង  

2 2
1

1
a

2 2 2

  
        

   
 

b b
x b x c dx a x dx a x x c

a a  

         
2

1
2 2

  
a b a

x x c
a    

(3.17)

 
ផ្ដល 1c  ជាចំនួនច្េរ និង 0a  ។

 
២. ករណី្ 0   ច្នាេះប្ត្ីធាមានឫសពីរច្ផេងគ្នែ គឺ 1

2

  


b
x

a
 ឬ  

2
2

  


b
x

a
 ។  

នាឱំ្យ 
2 22

2

2 2

4
a

2 24 4

       
             

         

b ac b b
x b x c a x a x

a aa a
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        1 2( )( )  a x x x x   

និងច្យីងតាង 
2

 
b

t x
a

 នាឱំ្យ dx dt  ។ 

- ប្បសិនច្បី 0a  នាឱំ្យ 
2

2

2
a

2 4

 
     

 
 

b
x b x c dx a x dx

a a  
2

24


 a t dt

a

                      

2 2
12 2 2

ln
2 24 4 4

  
      

a a
t t t t c

a a a
  (តាម (9))

  
 

2 2
12 2 2

( ) ( ) ln ( )
2 2 2 2 2 24 4 4

  
          

a b b a b b
x x x x c

a a a aa a a  
2 2

12
( ) ln

2 2 28

    
     

a b a x b x c a b a x b x c
x x c

a a a aa  

   2 2
22 2

(2 )
ln 2 2

4 8

 
        

a x b a a
a a x b x c a x b a a x b x c c

a a  
(3.18)  

ផ្ដល 1 2,c c  ជាចំនួនច្េរ និង 0a  ។

 - ប្បសិនច្បី 0a  នាឱំ្យ 
2

2

2
a

24

  
      

 
 

b
x b x c dx a x dx

aa

             

2

24


  a t dt

a

           

    

2 1
12 2

sin
2 24 4 / 2

    
     

 

a a t
t t c

a a a  
(តាម (3.7)) 

    

2 1
12 2

2( ) ( ) sin
2 2 24 8 / 2



 
   

      
 

 

b
x

a ab b ax x c
a aa a a

  

    

2
1

12

(2 ) 2
sin

4 8

      
   

  

a x b a aa x b x c a x b
c

a a a

  

          

2 1
12 2

(2 ) 2
( ) sin

4 8

     
      

 

a x b a a a x b
a a x b x c c

a a  
(3.19)

 ផ្ដល 2 ,  a x b 1c  ជាចំនួនច្េរ និង 0a  ។ 

៣. ប្បសិនច្បី 0   ច្នាេះប្ត្ីធាគ្នា នឫសចំនួនពិត្ច្ទ្យ។ នាឱំ្យប្ត្ីធាអចសរច្សរជា   
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2 22
2

2 2

4
a

2 24 4

       
             

         

b ac b b
x b x c a x a x

a aa a
   

និងច្យីងតាង 
2

 
b

t x
a

 នាឱំ្យ dx dt  ។ 

- ប្បសិនច្បី 0a  នាឱំ្យ 
2

2

2
a

2 4

 
     

 
 

b
x b x c dx a x dx

a a

             

2

24


 a t dt

a

 

  

2 2
12 2 2

( ) ln
2 24 4 4

  
       

a a
t t t t c

a a a
  (តាម (3.8))

   

2 2
12 2 2

( ) ( ) ln ( )
2 2 2 2 2 24 4 4

  
          

a b b a b b
x x x x c

a a a aa a a

 

  

2 2

12
( ) ln

2 2 28

    
     

a b a x b x c a b a x b x c
x x c

a a a aa  

   2 2
22 2

(2 )
ln 2 2

4 8

 
        

a x b a a
a a x b x c a x b a a x b x c c

a a

 ផ្ដល 1 2,c c  ជាចំនួនច្េរ និង 0a  (ដូចគ្នែ នឹងរូបមនរ (3.18) )។ 

- ប្បសិនច្បី 0a  នាឱំ្យ  
2

2

2
a 0

2 4

  
       

   

b
x b x c a x

a a
  ច្នាេះច្យីង 

មិនអចគណ្នាអងំច្ត្ប្ាលប្បច្ភទ្យច្នេះបានច្ទ្យ។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី១៣  គណ្នា 2 24 4 1 , 4 4 3 ,    x x dx x x dx 24 4 8  x x dx

 
និង 24 4 4   x x dx

 
។ 

ដំច្ េះប្ស្ថយ 

ចំច្ េះអងំច្ត្ប្ាល 24 4 1  x x dx  មាន 2 24 4 4(4)(1) 0     b ac  ។ 

ច្នាេះតាមរូបមនរ (3.17)  ច្យីងបាន៖ 

2 2 2
1 1

4 4 4
4 4 1

2 2 4
       

 x x dx x x c x x c  ។ 

ចំច្ េះអងំច្ត្ប្ាល 24 4 3  x x dx  មាន 2 24 0, 4 4 4(4)(3)      a b ac

32 0    ។ 
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ច្នាេះតាមរូបមនរ (3.18)  ច្យីងបាន៖ 

 2 2

2

(2 4 4) 4
4 4 3 4 4 4 3

4 4

 
    


x

x x dx x x   

             2
22

4
ln 2 4 4 2 4 4 4 3

8 4


      


x x x c  

       2 2
2

(8 4) 1
4 4 3 ln 8 4 4 4 4 3

16 2


        

x
x x x x x c  ។ 

ចំច្ េះអងំច្ត្ប្ាល 24 4 8  x x dx

 
មាន 2 24 0, 4 4 4(4)( 8)       a b ac

144 0   ។ 

ច្នាេះតាមរូបមនរ (3.18)  ច្យីងបាន៖ 

 2 2

2

(2 4 4) 4
4 4 8 4 4 4 8

4 4

 
    


x

x x dx x x

   

                    
 2

22

4
ln 2 4 4 2 4 4 4 8

8 4


      


x x x c

 

        
2 2

2

(8 4) 9
4 4 8 ln 8 4 4 4 4 8

16 4


        

x
x x x x x c ។

 
ចំច្ េះអងំច្ត្ប្ាល 24 4 4   x x dx

 
មាន 24 0, ( 4) 4( 4)(4)       a

80 0 
 
។ 

ច្នាេះតាមរូបមនរ (3.19)  ច្យីងបាន៖
        

2 2

2

(2( 4) 4) 4
4 4 4 4( 4 4 4)

4( 4)

 
      


x

x x dx x x

   

      
1

12

80 4 2( 4) 4
sin

8( 4) 80

   
  

  

x
c  

          
2 1

1

( 8 4) 5 8 4
4 4 4 sin

16 4 4 5

    
      

 

x x
x x c

 
។ 

៣.១៤  អងំភេប្ាលនៃអៃុគមៃ៍អសៃិទាៃរាង 
2

( x + )d

a  


x

x b x c

   



រាជបណ្ឌិ ត្យសភាកមពុជា                                                              វទិ្យាស្ថា នវទិ្យាស្ថស្តសរនិងបច្ចេកវទិ្យា 

ផ្ផែកគណិ្ត្វទិ្យានិងសាិត្ិ                                                                                                        67 

 

អងំច្ត្ប្ាល 
2

( x + )d
( 0)

a


 


x
a

x b x c

 

 ជាអងំច្ត្ប្ាលមិនកំណ្ត់្ផ្ដលមាន 

អនុគមន៍អងំច្ត្ប្ាល 
2

x +

a  x b x c

   ជាអនុគមន៍អសនិទាន។  

ច្យីងមាន   
2 2 2

x + (2 )

a a a


 

     

A a x b B

x b x c x b x c x b x c

 

 
នាឱំ្យ  x + (2 ) 2     A a x b B aAx bA B    

នាឱំ្យ  2
2 , ,

2 2


       

a b
a A Ab B A B Ab

a a

  
  

 
។ 

នាឱំ្យ 
2 2 2

( x + ) (2 )

a a a


 

     
  

dx a x b dx dx
A B

x b x c x b x c x b x c

 

 

       

1
2 22

2
(a ) (a )

a


     

 
 

dx
A x b x c d x b x c B

x b x c           
2

2
2 a

a
   

 


dx
A x b x c B

x b x c  

      
2

2

(2 )
a

2 a


   

 


a b dx
x b x c

a a x b x c

  

  
(3.20)

 
ផ្ដលអងំច្ត្ប្ាល 

2a  


dx

x b x c
 អចគណ្នាបានតាមផ្ផែក ៣.១២ (រូបមនរ (3.14)  , 

(3.15)  និង (3.16))។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី១៤  គណ្នា 
2

3 5

2 4



 


x
dx

x x  
និង 

2

5 3

4 12 7



  


x
dx

x x  
។ 

ដំច្ េះប្ស្ថយ 

ចំច្ េះអងំច្ត្ប្ាល 
2

3 5

2 4



 


x
dx

x x
 មាន 3, 5, 1 0,   a   2 4  b ac

22 4(1)(4) 12 0      ។ 

ច្នាេះតាមរូបមនរ (3.20)  និង (3.15)  ច្យីងបាន៖ 

2

2 2

3 5 3 (2 1 5 3 2)
2 4

1 2 12 4 2 4

    
   

   
 

x dx
dx x x

x x x x
  

      
2

2
3 2 4 2

2 4
   

 


dx
x x

x x  
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 2 2

2

2
3 2 4 ln 2 2 2 1 2 4

1
         x x x x x c           2 2

23 2 4 2ln 2 2 2 2 4        x x x x x c  ។
 

ចំច្ េះអងំច្ត្ប្ាល 
2

5 3

4 12 7



  


x
dx

x x
 មាន 5, 3, 4 0,     a   

2 24 ( 12) 4( 4)(7) 256 0        b ac  ។ 

ច្នាេះតាមរូបមនរ (3.20)  និង (3.16)  ច្យីងបាន៖
2

2 2

5 3 5 (2( 4)( 3) 5( 12))
4 12 7

4 2( 4)4 12 7 4 12 7

    
    
      

 
x dx

dx x x
x x x x

 

          
2

2

5 21
4 12 7

4 2 4 12 7
     

  


dx
x x

x x   

          
2 1

1

5 21 1 2( 4) 12
4 12 7 sin

4 2 4 256

   
        

 

x
x x c

 

          
2 1

1

5 21 8 12
4 12 7 sin

4 4 16

   
       

 

x
x x c  ។

 
 
 ជាសរុប ជំពូកទ្យី៣ច្នេះបានផរល់នូវវធិីស្ថស្តសរគណ្នាអងំច្ត្ប្ាលននអនុគមន៍អសន ិ

ទានមួយចំនួនដូចជា 1
,


 n

dx
a x b  

, n a x b dx ( ) ,
mn a x b dx

2

1
,


 dx

k x

2

1
,


 dx

x k  2

1
,


 dx

x k  
2 , k x dx

 
2 , x k dx

 
2 , x k dx

( ) ,  x a x b dx 

 
,

( ) 


dx

x a x b   2

d
,

a  


x

x b x c  
2   a x b x c dx  

និង 
2

( x + )d

a  


x

x b x c

   ច្ោយបច្ងកីត្ជារូបមនដច្ដីមបីយកមកច្ប្បីប្បាស់ជាលកខណ្ៈទ្យូច្ៅនិង

បានអនុវត្រន៍ច្លីឧទាហរណ៍្មួយចំនួន។ បនាា ប់មក ច្យីងនឹងបង្ហា ញនិងសិកាអំពីប្បច្ភទ្យអងំ
ច្ត្ប្ាលមានអនុគមន៍អុិចសប បូណ្ង់ផ្សយលច្ៅកែុងជំពូកទ្យី៤បនរច្ទ្យៀត្។ 
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ជំពូកទី៤ 

ប្រភេទអងំភេប្ាលមាៃអៃុគមៃ៍អិុចស្ បណូង់ស្សែល 
(Types of Integrals Involving Exponential Functions) 

 
ច្ៅកែុងជំពូកទ្យី៤ច្នេះ ច្យីងនឹងសិកាផ្ត្អំពីប្បច្ភទ្យអងំច្ត្ប្ាលមានអនុគមន៍អុិចសប បូ 

ណ្ង់ផ្សយលផ្ដលមានលកខណ្ៈពិច្សសមួយចំនួននិងដំច្ េះប្ស្ថយរបស់វាដូចត្ច្ៅ៖ 

៤.១ អងំភេប្ាលនៃអៃុគមៃ៍អុចិស្ បណូងស់្សែលរាង 


xa dx   

អងំច្ត្ប្ាល ( 0 , 1)  
xa dx a a 

 
ជាអងំច្ត្ប្ាលមិនកំណ្ត់្ផ្ដលមាន 

អនុគមន៍អងំច្ត្ប្ាល ( 0 , 1)  xa a a   ជាអនុគមន៍អុិចសប បូណ្ង់ផ្សយល។  

ច្ដីមបីគណ្នាអងំច្ត្ប្ាល 


xa dx 

 
 ច្យីងច្ប្បីវធិីបរូរអច្េរច្ោយតាង 

( 0) xt a    នាឱំ្យ  ln ln ( )ln ( 0 , 1)    xt a x a a a     នាឱំ្យ 
1 ln

( )
ln

 
t

x
a




 និង 1

ln
 

dt
dx

a t
។  

នាឱំ្យ 1 1

ln ln

    
x dt

a dx t dt
a t a

 

    

        
1

( )
ln ln



    
xa

t c c
a a

 

   
 

ផ្ដល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

 - ច្បី  , 1 , 0  a e    នាឱំ្យសមីារ ( )  ច្ៅជា 

  
x xe dx e c

 
(4.1)

 
ផ្ដល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

 - ច្បី  1 , 0    នាឱំ្យសមីារ ( )  ច្ៅជា 

 
ln

 
x

x a
a dx c

a  
(4.2)
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ផ្ដល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 
 - ច្បី  a e  នាឱំ្យសមីារ ( )  ច្ៅជា 

 1  
x xe dx e c   

     
(4.3)

 
ផ្ដល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

ចំច្ េះករណី្ទ្យូច្ៅ តាមសមីារ ( )  ផរល់ឱ្យ 

 ln


  

x
x a

a dx c
a

 
 

   
(4.4)

 
ផ្ដល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ និង 0 , 1 a a  ។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី១  គណ្នា 
(1/7) ln 2

7 2 3

0

3 , 2 3 , 14 , 7    
x x x xe dx dx e dx dx

 
និង  

 
6

4 53 


x dx  ។ 

ដំច្ េះប្ស្ថយ 
តាមរូបមនរ (4.1) , (4.2) , (4.3)  និង (4.4)  ច្យីងបាន៖ 

3 3 3   
x x xe dx e dx e c

   
3

2 3 2 3 2
ln3

     
x

x xdx dx c

 
(1/7) ln 2(1/7) ln 2 (1/7) ln 2 7

7 7

0 0 0

14 14 14
7

   
x

x x e
e dx e dx

  

     
   7(1/7) ln 2 02 2 2 1 2    e e  

2 3
2 3 7

7
2ln7


  

x
x dx c

 
និង   

24 306
4 5 6(4 5) 24 30 3

3 3 3
24ln3


       

x
x x xdx dx dx c

 
។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី២  គណ្នា 
1

ln (1 ) ln

0

( 0 , 0)     
x a x be dx a b  ។ 

ដំច្ េះប្ស្ថយ 
ច្យីងមាន 1 1ln (1 ) ln ln ln ln ( )      

x x x xx a x b a b a be e e

 



រាជបណ្ឌិ ត្យសភាកមពុជា                                                              វទិ្យាស្ថា នវទិ្យាស្ថស្តសរនិងបច្ចេកវទិ្យា 

ផ្ផែកគណិ្ត្វទិ្យានិងសាិត្ិ                                                                                                        71 

 

     
1 ( )  

    
 

xx
x x

x

a a
a b b b

bb  
។ 

 - ច្បី  a b  និងពីសមីារ ( )  នាឱំ្យ 

 
1 1 1

ln (1 ) ln

0 0 0

     
    

 
  

x
x a x b b

e dx bdx b dx b x c
b  

ផ្ដល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

- ច្បី  a b  និងពីសមីារ ( )  និងរូបមនរ (2)  ច្យីងបាន៖ 
1 1 1

ln (1 ) ln

0 0 0

       
    

   
  

x x
x a x b a a

e dx bdx b dx
b b                

1

0

( / ) ( / ) 1

ln ( / ) ln ( / ) ln ( / ) ln ln


   



xa b a b a b
b b b

a b a b a b a b  
។ 

ដូចច្នេះ ចំច្ េះ 0 , 0 ,  a b a b  ច្យីងបានរូបមនរ 

 
1 1 1

ln (1 ) ln 1

0 0 0
ln ln

      
   

 
  

x
x a x b x x a a b

e dx a b dx bdx
b a b  

(4.5)

 
។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី៣  គណ្នា 
0




a xe dx  ។ 

ដំច្ េះប្ស្ថយ 

តាមរូបមនរ (3)  និង 0a  ច្យីងបាន៖ 

  
0

0 0

1 1
lim lim lim 1 ( )



  
     

b
b

a x a x a x ab

b b b
e dx e dx e e

a a  
។

 
ប្បសិនច្បី    a x i y  ផ្ដល Re( ) 0 a x  នាឱំ្យ 

( )lim lim lim 

  
 ab x i y b xb i yb

b b b
e e e     

      cos sin
lim






xbb

yb i yb

e  

     
cos sin

lim lim 0 0 0
  

     
xb xbb b

yb yb
i i

e e
 

និងតាមសមីារ ( )  ច្យីងបាន៖ 

   
0

1 1 1
lim 1 0 1




     

a x ab

b
e dx e

a a a    
 (4.6)  

ផ្ដល Re( ) 0a  ។ 
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ច្យីងអចទាញបាន 

0

1


 
a xe dx

a   
 (4.7)  

ផ្ដល Re( ) Re( ) 0 Re( ) 0     a a a  ។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី៤  គណ្នា 
1

ln 7 (1 ) ln 9

0

   


x xe dx
  
និង 3

0





xe dx  ។ 

ដំច្ េះប្ស្ថយ 
តាមរូបមនរ (4.5)  និង (4.7)  ច្យីងបាន៖ 

1
ln 7 (1 ) ln9

0

7 9 2

ln7 ln9 ln7 ln9

     
 

 
x xe dx

   

និង  3

0

1 3

33


  

xe dx

  
។  

ឧទាហរណ៍្ទ្យី៥ គណ្នា 
2

5 4 4 2

3

3
, ( )

7


 

   
 

 
x

x x x

x

e
e dx e e dx

e  
និង 

1

0

3 4

5




x x

x
dx  ។ 

ដំច្ េះប្ស្ថយ 
ច្យីងបាន៖ 

2 7
5 2 7 2

3

3 1
3 3

7 7 7

   
          

   
   

x x
x x x x

x

e e
e dx e dx e dx e dx

e    

          
7 2

7 21 1 3
3

7 7 2 49 2
       

x x
x xe e

c e e c  (តាមរូបមនរ (4.3))
 

4 4 2 4 2 4 4 4 2( ) [( ) 2( )( ) ( ) ]      
x x x x x xe e dx e e e e dx

             
8 8 8 81 1

( 2 ) 2
8 8

       
x x x xe e dx e x e c (តាមរូបមនរ (3) )

 

និង 
1 1

0 0

3 4
[(3/5) (4 /5) ]

5


  

x x
x x

x
dx dx

 

         

1

0

(3/ 5) (4 / 5)

ln(3/ 5) ln(4 / 5)

 
  
  

x x

 (តាមរូបមនរ (4.2))
  

        
3 / 5 4 / 5 1 1

ln(3 / 5) ln(4 / 5) ln(3 / 5) ln(4 / 5)

   
      
     

        
(3 / 5) 1 (4 / 5) 1 2 1

ln(3 / 5) ln(4 / 5) 5ln(3 / 5) 5ln(4 / 5)

 
    

 
។ 
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៤.២ អងំភេប្ាលមាៃអៃគុមៃអ៍ុិចស្ បណូង់ស្សែលរាង 


 x

dx

p a
 

អងំច្ត្ប្ាល ( 0 , 1) 


 x

dx
a a

p a  
ជាអងំច្ត្ប្ាលមិនកំណ្ត់្ផ្ដលមាន 

អនុគមន៍អងំច្ត្ប្ាល 1

 xp a
។ អនុគមន៍ច្នេះមានអនុគមន៍អុិចសប បូណ្ង់ផ្សយល xa ។  

ច្ដីមបីគណ្នាអងំច្ត្ប្ាល 


 x

dx

p a  
 ច្យីងច្ប្បីវធិីបរូរអច្េរច្ោយតាង 

( 0)  xt p a   នាឱំ្យ  ln( )

ln




t p
x

a
 និង 1

ln
 



dt
dx

a t p  
។  

នាឱំ្យ 1 1 1 1
( )

ln ln ( )
    

 
  x

dx dt
dt

t a t p a t t pp a    
។

 
 - ច្បី 0p  នាឱំ្យសមីារ ( )  ច្ៅជា 

 2

2

1 1 1

ln ln

  


   x x

dx dx
dt t dt

a ap a a t     

       

11 1 1 1 1

ln ( 1) ln ln

  
        

 x

t
c c c

a a t a a     
(4.8)

 
ផ្ដល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ និង 0 , 1 , 0  a a   ។ 

 - ច្បី 0p  នាឱំ្យសមីារ ( )  ច្ៅជា  

 1 1 1 ( )

ln ( ) ln ( )

 
 

 
  x

dx t t p
dt dt

a t t p p a t t pp a  
 

         
 

1 1 1 1
ln ln

ln ln

 
      

 
 dt t p t c

p a t p t p a               
 1
ln ln

ln
     x xp qa p p qa c

p a

 

  

         
  1

1
ln ln

ln
   xx a p a c

p a


  

         
1

1
ln

ln
   xx

p a c
p p a



   
(4.9)

 
ផ្ដល 1,c c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ និង 0 , 1 , 0  a a   ។ 

 - ករណី្ពិច្សស ច្បី  a e  នាឱំ្យសមីារ (4.9)  ច្ៅជា 

 1

1
ln   




x

x

dx x
p e c

p pp e


     

(4.10)
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ផ្ដល 1c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី៦  គណ្នា 
2 6

,
3 7 3 
 x x

dx dx

e   
និង 

47 5
 x

dx  ។ 

ដំច្ េះប្ស្ថយ 
តាមរូបមនរ (4.8) , (4.10)  និង (4.9)  ច្យីងបាន៖ 

2 2 2 2

1 1 1 1 1 1

3 3 2ln7 6ln73 7 7 7 7

 
       


 x x x x

dx dx
c c

   

 
6 6

6

1 1
ln 3 ln 3

3 6 3 3 183
       




x x

x

dx x x
e c e c

e  
និង 4

4 4

1
ln 7 5

7 4 ( 7)ln57 5 7 5

 
        

      
 

x

x x

dx dx x
c

   

                        
41

ln 7 5
7 28ln5

   xx
c

 
។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី៧  គណ្នា 
2

1 2

3
0 8 6
 x

x

e

e dx  ។ 

ដំច្ េះប្ស្ថយ 

តាង 2 xt e  នាឱំ្យ  
2 22

2
  x x dt

dt e dx e dx  ។ ពិនិត្យច្គ្នល៖ ច្បី 0x  នាឱំ្យ  
1t  និង ច្បី 1x  នាឱំ្យ  

2t e  ។  

នាឱំ្យ 
2 2

2

1 2

3 33
0 1 1

12

28 6 8 68 6

 
 

  x

e ex

t te

dt
e dx dt

 
 

       

2

3

1

1 1
ln 8 6

2 8 3(8)ln6

 
   

 

e

tt (តាមរូបមនរ (4.9) ) 

      
22

31 1 1
( ln (8 6 ) ) ( ln (224) )
16 48ln 6 16 48ln 6

    ee

 

      

22 31 ln 224 ln (8 6 )

16 48ln6

  
 

ee

 
។
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៤.៣ អងំភេប្ាលមាៃអៃុគមៃ៍អុិចស្ បូណង់ស្សែលរាង
2( )

 x

dx

p a
 

 អងំច្ត្ប្ាល 
2

( 0 , 1)
( )

 


 x

dx
a a

p a  
ជាអងំច្ត្ប្ាលមិនកំណ្ត់្ផ្ដលមាន

អនុគមន៍អងំច្ត្ប្ាល 
2

1

( ) xp a
។ អនុគមន៍ច្នេះមានអនុគមន៍អុិចសប បូណ្ង់ផ្សយល xa ។  

ច្ដីមបីគណ្នាអងំច្ត្ប្ាល 
2( )

 x

dx

p a  
ច្យីងតាង ( 0)  xt p a    

នាឱំ្យ  ln ( )

ln




t p
x

a
 និង 1

ln
 



dt
dx

a t p  
។  

នាឱំ្យ 
2 2 2

1 1 1 1
( )

ln ln( ) ( )
    

 
  x

dx dt
dt

a t p ap a t t t p    
។

 
 - ច្បី 0p  នាឱំ្យសមីារ ( )  ច្ៅជា 

 
2 2 3

1 1

ln( ) ( )
 


  x x

dx dx
dt

ap a a t    

   
31

ln

  t dt
a  

21

ln ( 2)



  


t
c

a       

             
2 2

1 1 1 1

2 ln 2 ln ( )

 
     

x
c c

a at a   
   

2

1 1

2 ln


  

x
c

a a    
(4.11) 

ផ្ដល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ និង 0 , 1 , 0  a a   ។ 

 - ច្បី 0p  នាឱំ្យសមីារ ( )  ច្ៅជា 

2 2 2

1 1 1 ( )

ln ln( ) ( ) ( )

 
 

  
  x

dx t t p
dt dt

a p ap a t t p t t p    

  
2

1 1 1 1

ln ( ) ln
 

 dt dt
p a t t p p a t   

  
2

2

1 1 1 1

lnln

 
   

 
 dt t dt

t p t p ap a   
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1

2

1 1
ln ln

ln ( 1)ln



     


t
t p t c

p ap a   

  
 2

1
ln ln

ln
    x xp a p p a

p a

 

  

     
1 1

ln ( )
  

 x
c

p a p a  

  
  12

1 1
ln ln

ln ln ( )
    



x

x
x a p a c

p a p a p a





        

          
12 2

1 1
ln

ln ln ( )
    



x

x

x
p a c

p p a p a p a


    

(4.12)

 
ផ្ដល 1,c c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ និង 0 , 1 , 0  a a   ។ 

 - ករណី្ពិច្សស ច្បី  a e  នាឱំ្យសមីារ (4.12)  ច្ៅជា 

 
12 2 2

1 1
ln

( ) ( )
    

 


x

x x

dx x
p e c

p e p p p p e


     

(4.13)

 
ផ្ដល 1c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី៨  គណ្នា 
2 2(3 7 )

 x

dx

 
និង 

6 2(3 )
 x

dx

e
 ។ 

ដំច្ េះប្ស្ថយ 

តាមរូបមនរ (4.11)  និង (4.13)  ច្យីងបាន៖ 

2 2 2 2 2 2 2 4

1 1 1 1 1 1

9 2 2ln7 36ln7(3 7 ) 3 (7 ) 7 7

  
       

  
 x x x x

dx dx
c c

   

និង 6

6 2 2 2 6

1 1
ln 3

(3 ) 3 6 3 6 3(3 )
    

   


x

x x

dx x
e c

e e  

         
6

6

1 1
ln 3

9 54 18(3 )
    



x

x

x
e c

e  
។

 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី៩  គណ្នា  
3

2 2

4 2
0 (2 )
 t

t dt

e

 ។ 
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ដំច្ េះប្ស្ថយ 

តាង 3x t  នាឱំ្យ  
2 23

3
  

dx
dx t dt t dt  ។ ពិនិត្យច្គ្នល៖ ច្បី 0t  នាឱំ្យ  0x  

និង ច្បី 2t  នាឱំ្យ  32 8 x  ។ នាឱំ្យ

3

2 8 82

4 2 4 24 2
0 0 0

13

3(2 ) (2 )(2 )

 
 

  x xt

dx
t dt dx

e ee  
 

         

8

4

2 2 4

0

1 1 1
ln 2

3 2 4(2 ) 4(2)(2 )

 
    

 

x

x

x
e

e
(តាមរូបមនរ (4.13) )

  

         
32

32

8 1 1 1 1
( ln (2 ) ) (0 ln3 )
12 48 48 7224(2 )

      


e
e  

          
32 32

47 1 3 1
ln ( ) 0.008998

72 48 2 24(2 )
   

 e e  
។ 

៤.៤ អងំភេប្ាលមាៃអៃុគមៃ៍អុិចស្ បូណង់ស្សែលរាង 
2




x

x

a dx

p qa




 

អងំច្ត្ប្ាល 
2

( 0 , 1) 



x

x

a dx
a a

p qa





 
ជាអងំច្ត្ប្ាលមិនកំណ្ត់្ផ្ដលមាន 

អនុគមន៍អងំច្ត្ប្ាល 
2



x

x

a

p qa




 ។ អនុគមន៍ច្នេះមានអនុគមន៍អុិចសប បូណ្ង់ផ្សយល xa  

និង 2 xa   ។  

ច្ដីមបីគណ្នាអងំច្ត្ប្ាល 
2




x

x

a dx

p qa





 
ច្យីងតាង ( 0)  xt p qa   នាឱំ្យ   

,


x t p
a

q
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t p q
x
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 និង 1
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dt
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a t p  
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នាឱំ្យ 
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ln
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a dx a dx t p q dt

t a t pp qa p qa

 

     

          
2

1 ( )
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t p
dt

tq a  
។

 
 - ច្បី 0p  និង 0q  នាឱំ្យសមីារ ( )  ច្ៅជា 

2 2

2

1 ( 0)

ln


 


  

x x

x x

a dx a dx t
dt
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2 2

1 1

ln ln
   dt t c

q a q a   

        
2

1 1

lnln
     x xqa c a c
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(4.14)

 
ផ្ដល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ និង 0 , 1 , 0  a a   ។ 

 - ច្បី 0p  និង 0q  នាឱំ្យសមីារ ( )  ច្ៅជា 
2

2 2
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x

x

a dx t p p
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12
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xa p
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(4.15)

 
ផ្ដល 1,c c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ និង 0 , 1 , 0  a a   ។ 

 - ករណី្ពិច្សស ច្បី  a e  នាឱំ្យសមីារ (15)  ច្ៅជា 
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12
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x x
x

x

a dx a p
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qp qa q

 


     
(4.16)

 
ផ្ដល 1c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី១០  គណ្នា 
4 12

2 6

7
,

3 7 3 4  
 

x x

x x

dx e dx

e  
និង 

8

4

5

7 6 5 


x

x

dx ។ 

ដំច្ េះប្ស្ថយ 

តាមរូបមនរ (4.14) , (4.16)  និង (4.15)  ច្យីងបាន៖ 
4
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2

7 1 1
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2 3ln7 6ln73 7
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6
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1
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x
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x x
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។

 

៤.៥ អងំភេប្ាលមាៃអៃុគមៃ៍អុិចស្ បូណង់ស្សែលរាង 


 x x

dx

pa qa 
 

អងំច្ត្ប្ាល ( 0 , 1)
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ជាអងំច្ត្ប្ាលមិនកំណ្ត់្ 

ផ្ដលមានអនុគមន៍អងំច្ត្ប្ាល 1
x xpa qa 

 ។ អនុគមន៍ច្នេះមានអនុគមន៍អុិចសប បូ

ណ្ង់ផ្សយល xa  និង  xa   ។  

ច្ដីមបីគណ្នាអងំច្ត្ប្ាល 


 x x
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នាឱំ្យ  ln xdt a a dx  និង 1
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- ច្បី 0pq  នាឱំ្យសមីារ ( )  ច្ៅជា 
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11 1
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t
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p a q p q p   

      
 11

tan /
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 xp q a c
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(4.17)

          
ផ្ដល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ និង 0 , 1 , 0  a a   ។ 

 ករណី្ពិច្សស ច្បី a e  នាឱំ្យសមីារ (4.17)  ច្ៅជា 
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(4.18)

 
ផ្ដល 1c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

 - ច្បី 0 0  pq pq  នាឱំ្យសមីារ ( )  ច្ៅជា 

 
2 2

2

1 1

ln ln ( / )
 

  
  x x

dx dt dt

qp a p apa qa t q pt
p

      

       
/1 1

ln
ln 2 / /

 
  

  

t q p
c

p a q p t q p   

       
/1

ln
2 ln /

 
 

  

x

x

a q p
c

pq a a q p



    
(4.19)

          
ផ្ដល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ និង 0 , 1 , 0  a a   ។ 

 ករណី្ពិច្សស ច្បី a e  នាឱំ្យសមីារ (4.19)  ច្ៅជា 

 /1
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2 /

 
 

  


x

x x x

e q pdx
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(4.20)

 
ផ្ដល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។  

ឧទាហរណ៍្ទ្យី១១  គណ្នា 
2 2 2 2 6 6

, ,
3 4 3 4 3 5 4 5      
  x x x x x x

dx dx dx

e e e e  

និង 
6 63 5 4 5   

 x x
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។ 

ដំច្ េះប្ស្ថយ 
តាមរូបមនរ (4.18) , (4.20) , (4.17)  និង (4.19)  ច្យីងបាន៖ 
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៤.៦ អងំភេប្ាលនៃអៃុគមៃ៍អុចិស្ បណូងស់្សែលរាង 2







a xe dx  

អងំច្ត្ប្ាល 2
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ជាអងំច្ត្ប្ាលមិនកំណ្ត់្ផ្ដលមានអនុគមន៍ 

អងំច្ត្ប្ាល  2a xe  ជាអនុគមន៍អុិចសប បូណ្ង់ផ្សយល។ ឥឡូវច្នេះ ច្យីងតាង 
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(4.21) 
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(4.22)  

ផ្ដល 0a  ។ 

 ឥឡូវច្នេះ ច្យីងនឹងគណ្នាអងំច្ត្ប្ាល
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(4.23)  (តាមរូបមនរ (4.21)) 
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(4.24)  (តាមរូបមនរ (4.22))។  
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ដំច្ េះប្ស្ថយ 
តាមរូបមនរ (4.21) , (4.22) , (4.23)  និង (4.24)  ច្យីងបាន៖ 
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៤.៧ អងំភេប្ាលនៃអៃុគមៃ៍អុិចស្ បូណង់ស្សែលរាង 2( )
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2

2
2

4
( )

( ) 2 4

/2 /2

    
  

 

 

b b ac
a x

a x b x c a a

b a b a

e dx e dx     

     
2 2

2
2

4 4

4 4

0 0

   
  

b ac b ac
au

aua ae du e e du

 

     

2 4

41

2





b a c

ae
a



 
(4.27)  (តាមរូបមនរ (4.21))។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី១៣  គណ្នា 2 2(2 3 4) 16 6,

 
    

 

 
x x x xe dx e e dx  និង

2(3 5 7)

5/6


  




x xe dx

 
។ 

ដំច្ េះប្ស្ថយ 
តាមរូបមនរ (4.25) , (4.26)  និង (4.27)  ច្យីងបាន៖ 

2

2
233 4 2 4

(2 3 4) 84 2

2 2

  


   



 
x xe dx e e

 

  
2 216 6 3 /16 9/161

16 4


 



 
x xe e dx e e
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និង 
2

2
5 4 3 7 59

(3 5 7) 4 3 12

5/6

1 1
3

2 3 6

  


   



 
x xe dx e e




 
។

  
 
ជាសរុប ជំពូកទ្យី៤ច្នេះបានផរល់នូវវធិីស្ថស្តសរគណ្នាអងំច្ត្ប្ាលននអនុគមន៍អុិចសប បូ 

ណ្ង់ផ្សយលនិងអងំច្ត្ប្ាលមានអនុគមន៍អុិចសប បូណ្ង់ផ្សយលមួយចំនួនដូចជា ,


xa dx 

,


xe dx 

 
,


 x

dx

p qa
 

2
,

( )
 x

dx

p qa

2

,



x

x

a dx

p qa




,


 x x

dx

pa qa 

2

0

,





a xe dx

2

,







a xe dx

 

2
1

21
,

2

    
 

x

e dx






 

2
1

21
,

2

    
 





x

e dx





 

2( ) ,


  




a x b x ce dx

2 2


 




a x b xe e dx

  
និង 2( )

/2


  




a x b x c

b a

e dx

 
 ច្ោយបច្ងកីត្ជា

រូបមនដច្ដីមបីយកមកច្ប្បីប្បាស់ជាលកខណ្ៈទ្យូច្ៅនិងបានអនុវត្រន៍ច្លីឧទាហរណ៍្មួយចំនួន។ 
បនាា ប់មក ច្យីងនឹងបង្ហា ញនិងសិកាអំពីប្បច្ភទ្យអងំច្ត្ប្ាលមានអនុគមន៍ច្ោារតី្ច្ៅកែុង
ជំពូកទ្យី៥បនរច្ទ្យៀត្។ 
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ជំពូកទី៥      
ប្រភេទអងំភេប្ាលមានអនុគមន៍ភោារេី 

(Types of Integrals Involving Logarithmic Functions) 

 
ច្ៅកែុងជំពូកទ្យី៥ច្នេះ ច្យីងនឹងសិកាផ្ត្អំពីប្បច្ភទ្យអងំច្ត្ប្ាលមានអនុគមន៍ច្ោា 

រតី្ផ្ែលមានលកខណ្ៈពិច្សសមួយចំនួននិងែំច្ េះប្ស្ថយរបស់វាែូចត្ច្ៅ៖ 

៥.១ អងំភេប្ាលននអនុគមន៍ភោារេីរាង log ( ) a p x q dx  

អងំច្ត្ប្ាល log ( ) ( 0 , 1)   a p x q dx a a

 
ជាអងំច្ត្ប្ាលមិនកំណ្ត់្ផ្ែល  

មានអនុគមន៍អងំច្ត្ប្ាល log ( ) ( 0 , 1)  a p x q a a  ជាអនុគមន៍ច្ោារតី្ផ្ែល 
កំណ្ត់្បានាល  0 p x q  ។  

ច្យីងចាប់ច្ផដីមគណ្នាអងំច្ត្ប្ាល log ( ) a p x q dx

 
 ច្ោយសិកាពីរករណី្គឺ  

0p  និង 0p  ។ 

- ករណី្ 0p  នាឱំ្យ log ( ) log log    a a ap x q dx qdx x q c    

ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ និង 0q ។ 

 - ករណី្ 0p  ច្យីងច្ប្បីវធិីអងំច្ត្ប្ាលច្ោយផ្ផែក 

ច្ោយយក ln ( )
log ( )

ln


  a

p x q
u p x q

a
 នាឱំ្យ 

( ) ln




pdx
du

p x q a
  

និង dv dx  នាឱំ្យ
 
v x

 
។

 
នាឱំ្យ alog (px q)dx udv u v vdu       

        a

1 px
x log (px q) dx

lna (px q)
  


 

                 
a

1 (px q) q
x log (px q) dx

lna (px q)
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a

1 q
x log (px q) 1 dx

lna px q

 
    

 


 

       
a

1 q
x log (px q) x ln px q c

lna p

 
      

   

       
a

(px q) x
log (px q) c (px q 0)

p lna


     

 

       
(px q)ln (px q) px

c
plna

  
 

 
ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

ែូចច្នេះ ច្យីងបានរូបមនរ 

a a

(px q) x (px q)ln (px q) px
log (px q)dx log (px q) c c

p lna plna

   
      

 
(5.1)

 
ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

- ចំច្ េះ , 1 a e p   និង 0q  ច្នាេះតាមរូបមនរ (5.1)  ផដល់ឱ្យ 

 
ln xdx x ln x x c (5.2)  

 
ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

- ចំច្ េះ 1p   និង 0q  ច្នាេះតាមរូបមនរ (5.1)  ផដល់ឱ្យ 

a a

x x ln x x
log xdx x log x c c (5.3)

ln a lna


    

 
ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

- ចំច្ េះ a e  ច្នាេះតាមរូបមនរ (5.1)  ផដល់ឱ្យ 
(px q)ln (px q) px 1

ln (px q)dx c (px q)ln (px q) x c (5.4)
p p

  
       

 
ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី១  គណ្នា 
e 4

3

1 3

ln xdx , log xdx , ln (2x 4)dx    
និង 5log (7x 9)dx ។ 

ែំច្ េះប្ស្ថយ 
តាមរូបមនរ (5.2) , (5.3) , (5.4)  និង (5.1)  ច្យីងបាន៖ 
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e

e

1
1

ln xdx x ln x x elne e 1 ln1 1 0 1 1             

3 3

x
log xdx x log x c

ln3
  

 
4 4

33

(2x 4)ln (2x 4) 2x
ln (2x 4)dx

2

  
 

         

4ln 4 8 2ln 2 6 4ln 4 8 2ln 2 6

2 2 2

    
  

  

    
6ln 2 2

3ln 2 1 1.0794
2


   

 
និង   5 5

(7x 9) x
log (7x 9)dx log (7x 9) c

7 ln5


    

 
។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី២  គណ្នា 
e

1

I x ln xdx   
និង 

e
2

1

J x ln xdx   ។ 

ែំច្ េះប្ស្ថយ 

ជាែំបូង ច្យីងគណ្នា 
e

1

I x ln xdx   ។ 

ច្យីងយក u x  នាឱំ្យ du dx   

និង lndv x dx  នាឱំ្យ
 

ln ln    v dv x dx x x x
 
(តាមរូបមនរ (5.2))។

 

នាឱំ្យ 
e

1

I x ln xdx udv u v vdu       

  
   

e
e

1
1

x x ln x x x ln x x dx        

     
e e

1 1

e elne e 1 1 ln1 1 x ln xdx xdx        
 

   
e

2
2

1

x 1
1 I 1 I e 1

2 2
      

 
នាឱំ្យ  

2
21 e 1

2I 1 e 1
2 2


   

 
នាឱំ្យ 

2e 1
I 2.0972

4


   ។ 

បនាា ប់មក ច្យីងគណ្នា 
e

2

1

J x ln xdx   ។ 
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ច្យីងយក 2u x  នាឱំ្យ 2du xdx   

និង lndv x dx  នាឱំ្យ
 

ln ln    v dv x dx x x x
 
(តាមរូបមនរ (5.2)) ។

 

នាឱំ្យ 
e

2

1

J x ln xdx udv u v vdu       

  
   

e
e

2

1
1

x x ln x x 2x x ln x x dx        

  
   

e e
2 2 2 2

1 1

e elne e 1 1 ln1 1 2 x ln xdx 2 x dx        
 

   
e

3
3

1

x 2
1 2J 2 1 2J e 1

3 3
       

 
នាឱំ្យ  

3
32 2e 1

3J 1 e 1
3 3


   

 
នាឱំ្យ 

32e 1
J 4.5745

9


   ។ 

៥.២  អងំភេប្ាលននអនុគមន៍ភោារេីរាង log  a p x q dx  

អងំច្ត្ប្ាល  log ( 0 , 1)   a p x q dx a a  ជាអងំច្ត្ប្ាលមិនកំណ្ត់្ផ្ែល  

មានអនុគមន៍អងំច្ត្ប្ាល log ( 0 , 1)  a p x q a a  ជាអនុគមន៍ច្ោារតី្ផ្ែល 
កំណ្ត់្បានាល  0 p x q  ។  

ច្យីងចាប់ច្ផដីមគណ្នាអងំច្ត្ប្ាល log  a p x q dx

 
 ច្ោយសិកាពីរករណី្គឺ  

0p  និង 0p  ។ 

- ករណី្ 0p  នាឱំ្យ log log log    a a ap x q dx q dx x q c    

ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ និង 0q ។ 

 - ករណី្ 0p  និងច្យីងបផ្នាមលកខខណ្ឌ  0 p x q  ។ 

 + ចំច្ េះ 0 p x q  នាឱំ្យ   p x q p x q  និងតាមរូបមនដ (5.1)  ផដល់ឱ្យ 
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a a a

(px q) x
log px q dx log (px q)dx log (px q) c

p lna


                   (px q)ln (px q) px

c
plna

  
   ។ 

 + ចំច្ េះ 0 p x q  នាឱំ្យ ( ) ( )      p x q p x q p x q  និងតាម 
រូបមនដ (5.1)  ផដល់ឱ្យ

a a a

(( p)x q) x
log px q dx log (( p)x q)dx log (( p)x q) c

( p) lna

 
        

    

     
a

(px q) x
log ( (px q)) c

p lna


              

     (px q) ln ( (px q)) px
c

plna

   
   ។ 

ែូចច្នេះ ច្បី 0p  និង 0 p x q  នាឱំ្យច្យីងបានរូបមនរ

a a

(px q)ln px q px(px q) x
log px q dx log px q c c (5.5)

p lna plna

  
      

ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

- ចំច្ េះ , 1 a e p   និង 0q  ច្នាេះតាមរូបមនរ (5.5)  ផដល់ឱ្យ 

ln x dx x ln x x c (5.6)  
 

ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

- ចំច្ េះ 1p   និង 0q  ច្នាេះតាមរូបមនរ (5.5)  ផដល់ឱ្យ 

 
a a

x ln x xx
log x dx x log x c c (5.7)

ln a lna


    

 
ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

- ចំច្ េះ a e  ច្នាេះតាមរូបមនរ (5.5)  ផដល់ឱ្យ 
(px q)ln px q px 1

ln px q dx c (px q)ln px q x c (5.8)
p p

  
       

 
ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី៣  គណ្នា 
e 2

7

1 1

ln x dx , log x dx , ln 3x 7 dx





    
និង  
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11log 3x 7 dx ។ 

ែំច្ េះប្ស្ថយ 
តាមរូបមនរ (5.6) , (5.7) , (5.8)  និង (5.5)  ច្យីងបាន៖ 

e
e

1
1

ln x dx (x ln x x)







   

      
( eln e ( e)) (( 1) ln 1 ( 1)) 1           

  
 

7 7

x
log x dx x log x c

ln7
  

 
2 2

11

1
ln 3x 7 dx ( (3x 7)ln 3x 7 x)

3
    

                  

1 1
( (6 7)ln 6 7 2) ( (3 7)ln 3 7 1)
3 3

       

  

    

4 4
2 ln 4 1 ln 4 1 0.8483

3 3
      

   
និង   11 11

(3x 7) x
log 3x 7 dx log 3x 7 c

3 ln11


    

 
។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី៤  គណ្នា 7
ln 3 dx

x
  

និង ln x (x 3)(5 x) dx  ។ 

ែំច្ េះប្ស្ថយ 
តាមរូបមនរ (5.8)  និង (5.6)  ច្យីងបាន៖ 

 
7

ln 3 dx ln 3x 7 ln x dx
x

      

  
 

1
(3x 7)ln 3x 7 x x ln x x c

3

 
       
   

           
1

(3x 7) ln 3x 7 x ln x c
3

    

 
និង    ln x (x 3)(5 x) dx ln x ln x 3 ln x 5 dx       

 
      xln x x (x 3)ln x 3 x (x 5)ln x 5 x c          

 
 xln x (x 3)ln x 3 (x 5)ln x 5 3x c          ។ 
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៥.៣  អងំភេប្ាលមានអនុគមន៍ភោារេីរាង 2log ( ) a p x q dx  

អងំច្ត្ប្ាល 2log ( ) ( 0 , 1)   a p x q dx a a

 
ជាអងំច្ត្ប្ាលមិនកំណ្ត់្  

ផ្ែលមានអនុគមន៍អងំច្ត្ប្ាល  
22log ( ) log ( ) ( 0 , 1)    a ap x q p x q a a  ។ 

អនុគមន៍ច្នេះមានអនុគមន៍ច្ោារតី្ log ( )a p x q  និងវាកំណ្ត់្បានាល  
0 p x q ។  

ច្យីងចាប់ច្ផដីមគណ្នាអងំច្ត្ប្ាល 2log ( ) a p x q dx

 
 ច្ោយសិកាពីរករណី្គឺ  

0p  និង 0p  ។ 

- ករណី្ 0p  នាឱំ្យ 2 2 2log ( ) log log    a a ap x q dx qdx x q c    

ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ និង 0q ។ 

 - ករណី្ 0p  ច្យីងច្ប្បីវធិីអងំច្ត្ប្ាលច្ោយផ្ផែក 

ច្ោយយក 
2

2

2

ln ( )
log ( )

ln


  a

p x q
u p x q

a
 នាឱំ្យ 

2

2 ln ( )

( ) ln






p p x q dx
du

p x q a
  

និង dv dx  នាឱំ្យ
 
v x

 
។

 
នាឱំ្យ 2

alog (px q)dx udv u v vdu       

        2
a 2

2p x ln (px q)
x log (px q) dx

(px q)ln a


  


 

        
2
a 2

2 [(px q) q]ln (px q)
x log (px q) dx

(px q)ln a

  
  


 

2
a 2 2

2 2( q) ln (px q)
x log (px q) ln (px q)dx dx

px qln a ln a

 
    

 
 

2
a 2 2

2 1 2q
x log (px q) (px q)ln px q x ln (px q)d[ln (px q)]

pln a pln a

 
         

 


 
2 2
a 2 2 2

2 2x q
x log (px q) (px q)ln px q ln (px q) c

pln a ln a pln a
        

 
2 2
a a a2

2 2x q
x log (px q) (px q)log (px q) log (px q) c

plna pln a
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2
a a 2

(px q) 2(px q) 2x
log (px q) log (px q) c

p plna ln a

 
     

 
ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ និង 0 p x q  ។ 

ែូចច្នេះ ច្បី 0p  និង 0 p x q  នាឱំ្យច្យីងបានរូបមនរ 

2 2
a a a 2

(px q) 2(px q) 2x
log (px q)dx log (px q) log (px q) c (5.9)

p plna ln a

 
      

ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ និង 0 p x q  ។ 

- ចំច្ េះ , 1 a e p   និង 0q  ច្នាេះតាមរូបមនរ (5.9)  ផដល់ឱ្យ 

2 2ln xdx x ln x 2x ln x 2x c (5.10)   
 

ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

- ចំច្ េះ 1p   និង 0q  ច្នាេះតាមរូបមនរ (5.9)  ផដល់ឱ្យ 

2 2
a a a 2

2x 2x
log xdx x log x log x c (5.11)

ln a ln a
   

 
ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

- ចំច្ េះ a e  ច្នាេះតាមរូបមនរ (5.9)  ផដល់ឱ្យ 

2 2(px q) 2(px q)
ln (px q)dx ln (px q) ln (px q) 2x c (5.12)

p p

 
      

 
ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី៥  គណ្នា 
e 4

2 2 2
3

1 3

ln xdx , log xdx , ln (2x 4)dx    
និង 

2
5log (7x 9)dx  ។ 

ែំច្ េះប្ស្ថយ 
តាមរូបមនរ (5.10) , (5.11) , (5.12)  និង (5.9)  ច្យីងបាន៖ 

 
 

e e
2 2

1
1

ln xdx x ln x 2x ln x 2x      

            2 2eln e 2elne 2e 1 ln 1 2 1 ln1 2 1           
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     e 2 0.7182  
 

2 2
3 3 3 2

2x 2x
log xdx x log x log x c

ln3 ln 3
   

 
44

2 2

33

(2x 4) 2(2x 4)
ln (2x 4)dx ln (2x 4) ln (2x 4) 2x

2 2

  
      

 


          
   2 22ln 4 4ln4 8 ln 2 2ln2 6     

  

     
27ln 2 6ln 2 2 1.2042   

 
និង 2 2

5 5

1
log (7x 9)dx (7x 9)log (7x 9)

7
   

  

           
5 2

2(7x 9) 2x
log (7x 9) c

7ln5 ln 5


   

 
។ 

៥.៤  អងំភេប្ាលមានអនុគមន៍ភោារេីរាង 2log  a p x q dx  

អងំច្ត្ប្ាល 2log ( 0 , 1)   a p x q dx a a

 
ជាអងំច្ត្ប្ាលមិនកំណ្ត់្  

ផ្ែលមានអនុគមន៍អងំច្ត្ប្ាល 22log log ( 0 , 1)      a ap x q p x q a a  ។ 
អនុគមន៍ច្នេះមានអនុគមន៍ច្ោារតី្ log a p x q  និងវាកំណ្ត់្បានាល  

0 p x q  ។  

ច្យីងចាប់ច្ផដីមគណ្នាអងំច្ត្ប្ាល 2log  a p x q dx

 
 ច្ោយសិកាពីរករណី្គឺ  

0p  និង 0p  ។ 

- ករណី្ 0p  នាឱំ្យ 2 2 2log log log    a a ap x q dx q dx x q c    

ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ និង 0q ។ 

 - ករណី្ 0p  និងច្យីងបផ្នាមលកខខណ្ឌ  0 p x q  ។ 

 + ចំច្ េះ 0 p x q  នាឱំ្យ   p x q p x q  និងតាមរូបមនដ (5.9)  ផដល់ឱ្យ 

2 2
a alog px q dx log (px q)dx   

 

      
2
a a 2

(px q) 2(px q) 2x
log (px q) log (px q) c

p plna ln a

 
      ។ 
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 + ចំច្ េះ 0 p x q  នាឱំ្យ ( ) ( )      p x q p x q p x q  និងតាម 
រូបមនដ (5.9)  ផដល់ឱ្យ 

2 2
a alog px q dx log (( p)x q)dx       

 
2
a a 2

(( p)x q) 2(( p)x q) 2x
log (( p)x q) log (( p)x q) c

( p) ( p)lna ln a

   
       

 
  

 
2
a a 2

(px q) 2(px q) 2x
log ( (px q)) log ( (px q)) c

p plna ln a

 
       

 
។ 

ែូចច្នេះ ច្បី 0p  និង 0 p x q  នាឱំ្យច្យីងបានរូបមនរ 

2 2
a a a 2

(px q) 2(px q) 2x
log px q dx log px q log px q c (5.13)

p plna ln a

 
      

ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

- ចំច្ េះ , 1 a e p   និង 0q  ច្នាេះតាមរូបមនរ (5.13)  ផដល់ឱ្យ 

2 2ln x dx x ln x 2x ln x 2x c (5.14)   
 

ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

- ចំច្ េះ 1p   និង 0q  ច្នាេះតាមរូបមនរ (5.13)  ផដល់ឱ្យ 

2 2
a a a 2

2x 2x
log x dx x log x log x c (5.15)

ln a ln a
   

 
ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

- ចំច្ េះ a e  ច្នាេះតាមរូបមនរ (5.13)  ផដល់ឱ្យ 

2 2(px q) 2(px q)
ln px q dx ln px q ln px q 2x c (5.16)

p p

 
        

ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 
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ឧទាហរណ៍្ទ្យី៦  គណ្នា 
1 4

2 2 2
5

e 3

ln x dx , log x dx , ln 2 3x dx





    
និង 

2
7log 4x 5 dx  ។ 

ែំច្ េះប្ស្ថយ 
តាមរូបមនរ (5.14) , (5.15) , (5.16)  និង (5.13)  ច្យីងបាន៖ 

 
1 1

2 2

e
e

ln x dx x ln x 2x ln x 2x

 




  
    

   2 2( 1)ln 1 2( 1)ln 1 2( 1) ( e)ln e 2( e)ln e 2( e)               
  

e 2 0.7182  
 

2 2
5 5 5 2

2x 2x
log x dx x log x log x c

ln5 ln 5
   

 
4 4

2 2

3 3

ln 2 3x dx ln 3x 2 dx   
 

   

4
2

3

(3x 2) 2(3x 2)
ln 3x 2 ln 3x 2 2x

3 3

  
     
         

2 210 20 7 14
ln 10 ln10 8 ln 7 ln7 6

3 3 3 3

   
        
      

            
2 210 7 20 14

ln 10 ln 7 ln10 ln7 2 4.5680
3 3 3 3

     

 
និង  2 2

7 7 7 2

(4x 5) 2(4x 5) 2x
log 4x 5 dx log 4x 5 log 4x 5 c

4 4ln7 ln 7

 
      

 
។ 

៥.៥  អងំភេប្ាលននអនុគមន៍ភោារេីរាង 2 2log ( ) a x b dx  

អងំច្ត្ប្ាល 2 2log ( ) ( 0 , 1)   a x b dx a a

 
ជាអងំច្ត្ប្ាលមិនកំណ្ត់្ផ្ែល  

មានអនុគមន៍អងំច្ត្ប្ាល 2 2log ( ) ( 0 , 1)  a x b a a ។ អនុគមន៍ច្នេះ ជាអនុគមន៍ 
ច្ោារតី្ផ្ែលកំណ្ត់្ច្លី  ាល  0b ។  

ច្យីងចាប់ច្ផដីមគណ្នាអងំច្ត្ប្ាល 2 2log ( ) a x b dx

 
 ច្ោយសិកាពីរករណី្គឺ  

0b  និង 0b  ។ 
- ករណី្ 0b  នាឱំ្យ  
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2 2 2log ( ) log ( ) 2 log ( )    a a ax b dx x dx x dx   

        
2

2( log ) 2 log
ln ln

     a a

x x
x x c x x c

a a
  

ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

 - ករណី្ 0b  ច្យីងច្ប្បីវធិីអងំច្ត្ប្ាលច្ោយផ្ផែក 

ច្ោយយក 
2 2

2 2 ln( )
log ( )

ln


  a

x b
u x b

a
 នាឱំ្យ 

2 2

2

( )ln




xdx
du

x b a
  

និង dv dx  នាឱំ្យ
 
v x

 
។

 
នាឱំ្យ 2 2

alog (x b )dx udv u v vdu       

         
2

2 2
a 2 2

2 x
x log (x b ) dx

lna (x b )
  




 

         

2 2 2
2 2

a 2 2

2 (x b ) b
x log (x b ) dx

lna (x b )

 
  




 

         

2
2 2

a 2 2

2 b
x log (x b ) 1 dx

lna x b

 
      


 

         
2 2 2 1

a

2 1 x
x log (x b ) x b tan c

lna b b

  
       

    

         
2 2 1

a

2x 2b x
x log (x b ) tan c

lna lna b

  
     

 
  

ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

ែូចច្នេះ ច្បី 0b  នាឱំ្យច្យីងបានរូបមនរ 

 
2 2 2 2 1

a a

2x 2b x
log (x b )dx x log (x b ) tan c (5.17)

ln a lna b

  
      

 


  
ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

- ចំច្ េះ a e  ច្នាេះតាមរូបមនរ (5.17)  ផដល់ឱ្យ 

2 2 2 2 1 x
ln (x b )dx x ln (x b ) 2x 2b tan c (5.18)

b
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ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី៧  គណ្នា 
3

2 2
3

1

ln (x 5)dx , log (x 16)dx    
និង 

2
2

5

0

log (6x 25)dx ។ 

ែំច្ េះប្ស្ថយ 
តាមរូបមនរ (5.18)  និង (5.17)  ច្យីងបាន៖ 

33
2 2 1

1 1

x
ln (x 5)dx x ln (x 5) 2x 2 5 tan

5

  
      

  


 

  
1 13 1

3ln14 6 2 5 tan ln6 2 2 5 tan
5 5

       
           

            
1 13 1

3ln14 ln6 4 2 5 tan 2 5 tan 4.4050
5 5

    
        

     
2 2 1

3 3

2x 8 x
log (x 16)dx x log (x 16) tan c

ln3 ln3 4

  
      

 
  

និង 
2 2

2 2
5 5

0 0

log (6x 25)dx log [6(x 25 / 6)]dx      

   

2
2

5 5

0

log 6 log (x 25 / 6) dx   
 

 

 

2

2 1
5 5

0

2x 10 x 6
x log 6 x log (x 25 / 6) tan

ln5 56 ln5


  

       
    

 
1

5 5

4 10 2 6
2log 6 2log (49 / 6) tan 4.3172

ln5 56 ln5

  
     

   
។ 

៥.៦  អងំភេប្ាលននអនុគមន៍ភោារេីរាង 2 2log ( ) a x b dx  

អងំច្ត្ប្ាល 2 2log ( ) ( 0 , 1)   a x b dx a a

 
ជាអងំច្ត្ប្ាលមិនកំណ្ត់្ផ្ែល  

មានអនុគមន៍អងំច្ត្ប្ាល 2 2log ( ) ( 0 , 1)  a x b a a ។ អនុគមន៍ច្នេះ ជាអនុគមន៍ 
ច្ោារតី្ផ្ែលកំណ្ត់្ច្លី 2 2 0      x b x b x b  ាល  0b  ។  

ច្យីងចាប់ច្ផដីមគណ្នាអងំច្ត្ប្ាល 2 2log ( ) a x b dx

 
 ច្ោយសិកាពីរករណី្គឺ  

0b  និង 0b  ។ 

- ករណី្ 0b  នាឱំ្យ  
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2 2 2log ( ) log ( ) 2 log ( )    a a ax b dx x dx x dx   

        
2

2( log ) 2 log
ln ln

     a a

x x
x x c x x c

a a
  

ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

 - ករណី្ 0b  ច្យីងច្ប្បីវធិីអងំច្ត្ប្ាលច្ោយផ្ផែក 

ច្ោយយក 
2 2

2 2 ln( )
log ( )

ln


  a

x b
u x b

a
 នាឱំ្យ 

2 2

2

( )ln




xdx
du

x b a
  

និង dv dx  នាឱំ្យ
 
v x

 
។

 
នាឱំ្យ 2 2

alog (x b )dx udv u v vdu       

         
2

2 2
a 2 2

2 x
x log (x b ) dx

lna (x b )
  




 

         

2 2 2
2 2

a 2 2

2 (x b ) b
x log (x b ) dx

lna (x b )

 
  




 

         

2
2 2

a 2 2

2 b
x log (x b ) 1 dx

lna x b

 
      


 

         
2 2 2

a

2 1 x b
x log (x b ) x b ln c

lna 2b x b

 
      

   

         
2 2

a

2x b x b
x log (x b ) ln c

lna lna x b


    


  

         2 2
a a

2x x b
x log (x b ) blog c

lna x b


    


 

ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

ែូចច្នេះ ច្បី 0b  នាឱំ្យច្យីងបានរូបមនរ 

 
2 2 2 2

a a a

2x x b
log (x b )dx x log (x b ) blog c (5.19)

ln a x b


     


  

ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

- ចំច្ េះ a e  ច្នាេះតាមរូបមនរ (5.19)  ផដល់ឱ្យ 
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2 2 2 2 x b
ln (x b )dx x ln (x b ) 2x bln c (5.20)

x b


     


 

ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី៨  គណ្នា 
5

2 2
3

3

ln (x 4)dx , log (x 9)dx    
និង 

2
2

5

4

log (9x 16)dx





 ។ 

ែំច្ េះប្ស្ថយ 
តាមរូបមនរ (5.20)  និង (5.19)  ច្យីងបាន៖ 

55
2 2

33

x 2
ln (x 4)dx x ln (x 4) 2x 2ln

x 2

 
     

 


    

   
7 5

5ln 21 10 2ln 3ln5 6 2ln
3 1

   
        
     

   
7

5ln 21 3ln5 4 2ln 4.8700
15

    

     
2 2

3 3 3

2x x 3
log (x 9)dx x log (x 9) 3log c

ln3 x 3


     

  

និង  
2 2

2 2
5 5

4 4

log (9x 16)dx log [9(x 16 / 9)]dx

 

 

      

    

2
2

5 5

4

log 9 log (x 16 / 9) dx





   
 

 

  

2

2
5 5 5

4

2x 4 x 4 / 3
x log 9 x log (x 16 / 9) log

ln5 3 x 4 / 3





 
     

             
5 5 5

20 4 4 1
2log 9 2log log

9 ln5 3 5

 
     
   

       
5 5 5

128 8 4 1
4log 9 4log log

9 ln5 3 2

 
     
   

  5 5 5 5

20 128 4 4 2
2log 9 2log 4log log 5.0917

9 9 ln5 3 5
     

 
។

 
ឧទាហរណ៍្ទ្យី៩  គណ្នា 3

2log (x 1)dx  
និង 4

4log (x 1)dx ។ 

ែំច្ េះប្ស្ថយ 
ច្យីងមាន 3 2 2x 1 (x 1)(x x 1) (x 1) (x 1/ 2) 3 / 4         

 
  

និង     
2

4 2 2 2 2x 1 x 1 x 1 x 1       ។ 
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តាមរូបមនរ (5.1) , (5.17)  និង (5.19)  ច្យីងបាន៖ 
3 2

2 2log (x 1)dx log [(x 1)(x x 1)]dx     
 

      
2

2 2log (x 1)dx log (x x 1)dx     
   

      
 2

2 2log (x 1)dx log (x 1/ 2) 3 / 4 d(x 1/ 2)      
 

 2
2 2

x
(x 1)log (x 1) (x 1/ 2)log (x 1/ 2) 3 / 4

ln 2
       

 

     
12(x 1/ 2) 2( 3 / 2) x 1/ 2

tan c
ln 2 ln 2 3 / 2

  
   

    
 2 1

2 2 1

3x 1 3 2x 1
(x 1)log (x 1) (2x 1)log x x 1 tan c

ln 2 2 ln 2 3

  
          

   
និង 4 2 2

4 4log (x 1)dx log (x 1)(x 1) dx    
  

       

   
2 2

4 4log (x 1)dx log (x 1)dx    
  

   
2

4 4

2x x 1
x log (x 1) log

ln 4 x 1


   

  

      
2 1

4

2x 2
x log (x 1) tan x c

ln 4 ln 4

    

 

   
4 1

4 4

4x x 1 2
x log (x 1) log tan x c

ln 4 x 1 ln 4


     

  
។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី១០  គណ្នា  8
7log (x 1)dx ។ 

ែំច្ េះប្ស្ថយ 

ច្យីងមាន     
2

8 4 2 4 4x 1 x 1 x 1 x 1       
    2 2 4 2 2x 1 x 1 (x 2x 1) 2x      

 
 

    2 2 2 2 2x 1 x 1 (x 1) (x 2)     
   

      2 2 2 2x 1 x 1 x 1 x 2 x 1 x 2        

      2 2 2 2x 1 x 1 (x 2 / 2) 1/ 2 (x 2 / 2) 1/ 2       ។ 
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តាមរូបមនរ (5.17)  និង (5.19)  ច្យីងបាន៖ 

    8 2 2 2 2
7 7log (x 1)dx log x 1 x 1 (x 2 / 2) 1/ 2 (x 2 / 2) 1/ 2 dx        

  
 

    
   2 2

7 7log x 1 dx log x 1 dx    
 

    
   2 2

7 7log (x 2 / 2) 1/ 2 dx log (x 2 / 2) 1/ 2 dx      
 

2 2 1
7 7 7

2x x 1 2x 2
x log (x 1) log x log (x 1) tan x

ln7 x 1 ln7 ln7


       

  

 2 1
7

2(x 2 / 2) 2( 2 / 2) (x 2 / 2)
(x 2 / 2)log (x 2 / 2) 1/ 2 tan

ln7 ln7 2 / 2

   
       

     

 2 1
7

2(x 2 / 2) 2( 2 / 2) (x 2 / 2)
(x 2 / 2)log (x 2 / 2) 1/ 2 tan c

ln7 ln7 2 / 2

   
       

   
4 1

7 7

4x x 1 2
x log (x 1) log tan x

ln7 x 1 ln7


    



 2 1
7

1 4x 2 2x 2
(2x 2)log x x 2 1 tan

2 ln7 ln7 2

  
       

   

 2 1
7

1 2 2x 2
(2x 2)log x x 2 1 tan c

2 ln7 2

  
      

 
 ។

 
  

ជាសរុប ជំពូកទ្យី៥ច្នេះបានផរល់នូវវធិីស្ថស្តសរគណ្នាអងំច្ត្ប្ាលននអនុគមន៍ច្ោា  

រតី្និងអងំច្ត្ប្ាលមានអនុគមន៍ច្ោារតី្មួយចំនួនែូចជា log ( ) , a p x q dx  

log , a p x q dx 2log ( ) , a p x q dx

 
2log , a p x q dx 2 2log ( ) a x b dx

 
និង 2 2log ( ) a x b dx

 
 ច្ោយបច្ងកីត្ជារូបមនដច្ែីមបីយកមកច្ប្បីប្បាស់ជាលកខណ្ៈទ្យូច្ៅ 

និងបានអនុវត្រន៍ច្លីឧទាហរណ៍្មួយចំនួន។ បនាា ប់មក ច្យីងនឹងបង្ហា ញនិងសិកាអំពីប្បច្ភទ្យ 
អងំច្ត្ប្ាលមានអនុគមន៍អុិចសប បូណ្ង់ផ្សយលនិងអនុគមន៍សវ័យគុណ្ច្ៅកែុងជំពូកទ្យី៦បនរ 
ច្ទ្យៀត្។ 
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ជំពូកទី៦      
ប្រភេទអងំភេប្ាលមាន 

អនុគមន៍អុ៊ិចស្ បណូង់ស្សែលន៊ិងអនុគមន៍សវយ័គុណ 
(Types of Integrals Involving Exponential and Power Functions) 

 
ច្ៅកែុងជំពូកទ្យី៦ច្នេះ ច្យីងនឹងសិកាផ្ត្អំពីប្បច្ភទ្យអងំច្ត្ប្ាលមានអនុគមន៍អុិចសប បូ  

ណ្ង់ផ្សយលនិងអនុគមន៍សវ័យគុណ្ផ្ែលមានលកខណ្ៈពិច្សសមួយចំនួននិងែំច្ េះប្ស្ថយ 
របស់វាែូចត្ច្ៅ៖ 

៦.១ ប្រភេទអងំភេប្ាលមានរាង  xxe dx  ន៊ិង  xxa dx  

 អងំច្ត្ប្ាល  xxe dx
 ជាអងំច្ត្ប្ាលមិនកំណ្ត់្ផ្ែលមានអនុគមន៍អងំច្ត្ប្ាល  

xxe  ជាអនុគមន៍ចប្មរេះផ្ែលកែុងច្នាេះមានអនុគមន៍អុិចសប បូណ្ង់ផ្សយលនិងអនុគមន៍សវ័យ 
គុណ្។  

ច្យីងនឹងគណ្នាអងំច្ត្ប្ាល  xxe dx

 
 តាមារសិកាពីរករណី្គឺ 0  និង  

0  ។ 
- ករណី្ 0  នាឱំ្យ 

2
0

2

     
x x x

xe dx xe dx xdx c   

ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

- ករណី្ 0  ច្នាេះច្យីងច្ប្បីវធិីអងំច្ត្ប្ាលច្ោយផ្ផែក ច្ោយយក u x  នាឱំ្យ 

du dx  និង  xdv e dx  នាឱំ្យ 1
 xv e

  
។  

នាឱំ្យ 1
  

x x xx
xe dx e e dx  
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2

1 1
1      

x
x xx e

e e c x c


  
   

  

ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 
ែូចច្នេះ ច្យីងបានរូបមនរ 

 
2

1 (6.1)  
x

x e
xe dx x c


 

  
ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

បនាា ប់មក ច្យីងនឹងគណ្នាអងំច្ត្ប្ាល  xxa dx  ។ 

តាមរូបមនរ (6.1)  ច្យីងទាញបាន៖ 

   lnln   
x a xx axa dx x e dx xe dx

 

 

      

 

 
  

ln

2
ln 1

ln
  

a x
e

a x c
a




  

      
 

2 2
ln 1

ln
  

xa
x a c

a






 

ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ និង 0 , 1 a a  ។ 

ែូចច្នេះ ច្យីងបានរូបមនរ 

 
2 2

ln 1 (6.2)
ln

  
x

x a
xa dx x a c

a


 

  
ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ និង 0 , 1 a a ។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី១  គណ្នា 3 2 7, (2 5)  
x xxe dx x e dx

 
និង 3 45 


xx dx  ។ 

ែំច្ េះប្ស្ថយ 
តាមរូបមនរ (6.1)  និង (6.2)  ច្យីងបាន៖ 

   
3 3

3

2
3 1 3 1

93
     

x x
x e e

xe dx x c x c
   

2 7 7 2(2 5) (2 5)    
x xx e dx e x e dx
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7 2 7 22 5   

x xe xe dx e e dx

 

        
 

2
7 7 2

2

1
2 2 1 5

22

      
x

xe
e x e e c

 

                 
 

2 7 2 75
2 1

2 2

 

   
x xe e

x c

 

                 
 

2 7

2 4
2



  
xe

x c

 
និង   

3
3 4 4 3 4

2 2

5
5 5 5 5 3 ln5 1

3 ln 5

      
x

x xx dx x dx x c

 

        
 

3 4

2

5
3 ln5 1

9ln 5



  
x

x c

 
។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី២  គណ្នា 
1

2 3

0




xxe dx
 
និង 4

0

3





xx dx  ។ 

ែំច្ េះប្ស្ថយ 
តាមរូបមនរ (6.1)  និង (6.2)  ច្យីងបាន៖ 

 

11 2
2 3

2
0 0

2 1
2

  
x

x e
xe dx x

   

        
   

21 2 0 2

2 2

1
2 1 1 2 0 1

42 2

  
      

e e e

 
និង   

4
4

2 2
0 0

3
3 ( 4) ln3 1

( 4) ln 3

 
   




x
xx dx x

  

         
 

2 0 2

4 0 ln3 1 1
0

16ln 3 3 16ln 3

   
  

  
។

 
 

៦.២  ប្រភេទអងំភេប្ាលមានរាង 2


xx e dx  ន៊ិង 2


xx a dx  

អងំច្ត្ប្ាល 2


xx e dx

 
ជាអងំច្ត្ប្ាលមិនកំណ្ត់្ផ្ែលមានអនុគមន៍អងំច្ត្ 

ប្ាល  
2 xx e  ជាអនុគមន៍ចប្មរេះផ្ែលកែុងច្នាេះមានអនុគមន៍អុិចសប បូណ្ង់ផ្សយលនិងអនុគមន៍ 

សវ័យគុណ្។  
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ច្យីងនឹងគណ្នាអងំច្ត្ប្ាល 2


xx e dx

 
 តាមារសិកាពីរករណី្គឺ 0  និង  

0  ។ 
- ករណី្ 0  នាឱំ្យ 

3
2 2 0 2

3

     
x x x

x e dx x e dx x dx c   

ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

- ករណី្ 0  ច្នាេះច្យីងច្ប្បីវធិីអងំច្ត្ប្ាលច្ោយផ្ផែក ច្ោយយក 2u x  នាឱំ្យ  
2du xdx  និង  xdv e dx  នាឱំ្យ 1

 xv e

  
។  

នាឱំ្យ 
2

2 2
  

x x xx
x e dx e xe dx  

 
 

        
 

2

2

2
1    

x
xx e

e x c


 
    

        
 

2 2

3 3

2
1   

x
xx e

e x c





   

        
 2 2

3
2 2   

xe
x x c



 


 

ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

ែូចច្នេះ ច្យីងបានរូបមនរ 

 2 2 2

3
2 2 (6.3)   

x
x e

x e dx x x c


  
  

ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

បនាា ប់មក ច្យីងនឹងគណ្នាអងំច្ត្ប្ាល 2


xx a dx  ។ 

តាមរូបមនរ (6.3)  ច្យីងទាញបាន៖ 

   ln2 2 ln 2   
x a xx ax a dx x e dx x e dx

 

 

        

 

 
    

ln
2 2

3
ln 2 ln 2

ln
   

a x
e

a x a x c
a
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 2 2 2

3 3
ln 2 ln 2

ln
   

xa
a x x a c

a



 
  

ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ និង 0 , 1 a a  ។ 
ែូចច្នេះ ច្យីងបានរូបមនរ 

 2 2 2 2

3 3
ln 2 ln 2 (6.4)

ln
   

x
x a

x a dx a x x a c
a


  

  
ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ និង 0 , 1 a a ។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី៣  គណ្នា 2 2 2 4 3, (3 5)  
x xx e dx x e dx

 
និង 2 4 73 


xx dx  ។ 

ែំច្ េះប្ស្ថយ 
តាមរូបមនរ (6.3)  និង (6.4)  ច្យីងបាន៖ 

 
2

2 2 2 2

3
2 2 2 2

2
    

x
x e

x e dx x x c
   

       
 

2
24 4 2

8
   

xe
x x c

 
2 4 3 2 4 3 4 3(3 5) 3 5      

x x xx e dx x e dx e dx

 

          
3 2 4 3 43 5   

x xe x e dx e e dx

 

          
 

4
3 2 2 3 4

3

1
3 4 2 4 2 5

44

        
x

xe
e x x e e c

              
 

4 3
2 4 33 5 16

16 8 2
64 64




    
x

xe
x x e c

 

          
 

4 3
248 24 74

64



   
xe

x x c

 
និង  2 4 7 7 2 43 3 3  

x xx dx x dx

  

          
 

4
7 2 2 2

3 3

3
3 4 ln 3 2 4 ln3 2

4 ln 3
     

x

x x c

 

          
 

4 7
2 2

3

3
16ln 3 8 ln3 2

64ln 3



    
x

x x c

 
។ 
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៦.៣  ប្រភេទអងំភេប្ាលមានរាង  n xx e dx  

អងំច្ត្ប្ាល ( {0,1,2,...})
n xx e dx n  ជាអងំច្ត្ប្ាលមិនកំណ្ត់្ផ្ែល  

មានអនុគមន៍អងំច្ត្ប្ាល n xx e  ជាអនុគមន៍ចប្មរេះផ្ែលកែុងច្នាេះមានអនុគមន៍អុិចសប បូ 
ណ្ង់ផ្សយលនិងអនុគមន៍សវ័យគុណ្។  

ច្យីងនឹងគណ្នាអងំច្ត្ប្ាល  n xx e dx

 
 តាមារសិកាពីរករណី្គឺ 0  និង  

0  ។ 
- ករណី្ 0  នាឱំ្យ 

1
0

1


   

  
n

n x n x n x
x e dx x e dx x dx c

n

   

ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

- ករណី្ 0   ច្យីងតាង n x
nI x e dx 

 
។ 

- ច្បី 0n   នាឱំ្យ 0 x x x
0

1
I x e dx e dx e c     

 
  

ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 
- ច្បី 1n   ច្នាេះច្យីងច្ប្បីវធិីអងំច្ត្ប្ាលច្ោយផ្ផែកច្ែីមបីរកទ្យំនាក់ទ្យំនងរវាង nI   

និង n 1I    ច្ោយ យក  nu x  នាឱំ្យ  
1 ndu n x dx  និង  xdv e dx  នាឱំ្យ 

1
 xv e

  
។  

នាឱំ្យ 
n

n x x n 1 x
n

x n
I x e dx e x e dx     

    

    

n n n 1
x x x

n 1 n 2

x n x n x n 1
e I e e I


  

 

 
              

     

n n 1 n 2
x x x

n 32 2

x n x n (n 1) x n 2
e e e I

 
  



  
            

    
.....  

 



រាជបណ្ឌិ ត្យសភាកមពុជា                                                              វទិ្យាស្ថា នវទិ្យាស្ថស្តសរនិងបច្ចេកវទិ្យា 

ផ្ផែកគណិ្ត្វទិ្យានិងសាិត្ិ                                                                                                     109 
 

n n 1 n 2 n 3 3
x x x x

2 3 n 2

x n x n (n 1)x ( 1) n (n 1) 3 x
e e e ... e

  
   



   
     
     

    

n 2 2 n 1 n
x x x

n 1 n n 1

( 1) n! x ( 1) n! x ( 1) n!
e e e c

 
  

 

    
   

    

 

i n in
x

i 1
i 0

( 1) n! x
e c

n i !








 

 
  

ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

ែូចច្នេះ ច្យីងបានរូបមនរ 

  1
0

( 1) !
(6.5)

!







 




i n in
n x x

i
i

n x
x e dx e c

n i

 

  
ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ , {0,1,2,...}n   និង 0  ។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី៤  គណ្នា 3 2


xx e dx
 
និង 5 4 33 


xx dx  ។ 

ែំច្ េះប្ស្ថយ 
តាមរូបមនរ (6.5)  ច្យីងបាន៖ 

 

33
3 2 2

1
0

( 1) 3!

3 ! 2







 




i i
x x

i
i

x
x e dx e c

i    

និង   
4

5 4 3 3 5 4 3 5 ln33 3 3 3    
x

x xx dx x dx x e dx

  

          
 4 ln 33 53 

x
x e dx

 

          
 

   

55
4 ln 33

1
0

( 1) 5!
3

5 ! 4ln3







 




i i
x

i
i

x
e c

i  

             

55
4 3

1
0

( 1) 5!
3

5 ! 4ln3








 




i i
x

i
i

x
c

i  
។ 

៦.៤  ប្រភេទអងំភេប្ាលមានរាង 1


xx e dx  

អងំច្ត្ប្ាល 1


xx e dx
         ជាអងំច្ត្ប្ាលមិនកំណ្ត់្ផ្ែលមានអនុគមន៍អងំច្ត្  



រាជបណ្ឌិ ត្យសភាកមពុជា                                                              វទិ្យាស្ថា នវទិ្យាស្ថស្តសរនិងបច្ចេកវទិ្យា 

ផ្ផែកគណិ្ត្វទិ្យានិងសាិត្ិ                                                                                                     110 
 

ប្ាល 1 xx e  ជាអនុគមន៍ចប្មរេះផ្ែលកែុងច្នាេះមានអនុគមន៍អុិចសប បូណ្ង់ផ្សយលនិង 
អនុគមន៍សវ័យគុណ្។  

ច្យីងនឹងគណ្នាអងំច្ត្ប្ាល 1


xx e dx

 
 តាមារសិកាពីរករណី្គឺ 0  និង  

0  ។ 
- ករណី្ 0  នាឱំ្យ 

1 1 0 1 ln          
x x dx

x e dx x e dx x dx x c
x

   

ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

- ករណី្ 0   ច្យីងគណ្នា 1  
x

x e
x e dx dx

x




 
។ 

ច្យីងមានច្ស៊េរសីវ័យគុណ្ននចំនួនពិត្គឺ 
2 n k

x

k 0

x x x
e 1 x ... ...

2! n! k!





          ចំច្ េះ x   

នាឱំ្យ  
x 2 3 n

2 n 1e 1
x x ... x ...

x x 2! 3! n!


  

        ។ 

នាឱំ្យ 1  
x

x e
x e dx dx

x




 

         

2 3
2 11

... ...
2! 3! !


 

        
 


n
nx x x dx

x n

  


 

         

2 2 3 3

ln ... ...
2! 2 3! 3 !

         
n nx x x

x x
n n

  


 

         
 

1

ln
!





 



n

n

x
x

n n



 
។ 

ែូចច្នេះ ច្យីងបានរូបមនរ  

 1

1

ln (6.6)
!






  


 
nx

x

n

xe
x e dx dx x

x n n


 

 
ចំច្ េះប្គប់

 
  ។

  
ឧទាហរណ៍្ទ្យី៥  គណ្នា 1 2


xx e dx

 
និង 

2 3

1


xe

dx
x

 ។ 
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ែំច្ េះប្ស្ថយ 
តាមរូបមនរ (6.6)  ច្យីងបាន៖ 

 1 2

1

2
ln

!






 



n

x

n

x
x e dx x

n n    

និង   
2

2 3

11 1

3
ln

!





 



nx

n

xe
dx x

x n n   

    1 1

6 3
ln 2 ln 1

! !

 

 

   
      
    
   

 
n n

n n
n n n n   

    1

6 3
ln 2 76.0559

!






  




n n

n n n  
(ច្ប្បីមាប សុីនគិត្ច្លខ)។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី៦  គណ្នាអងំច្ត្ប្ាល  2 43 2 1 



xx x e
dx

x
 ។ 

ែំច្ េះប្ស្ថយ 
តាមលកខណ្ៈអងំច្ត្ប្ាល  រូបមនរ (6.1)  និង (6.6)  ច្យីងបាន៖ 

 2 4

4
3 2 1 1

3 2
   

   
 

 

x

x
x x e

dx x e dx
x x    

      

4
4 43 2    

x
x x e

xe dx e dx dx
x  

      
 

 4
4

2
1

41
3 4 1 2 ln

4 !4





      



nx

x

n

xe
x e x

n n  

       
 

 4
4

1

43 1
4 1 ln

16 2 !





    



nx

x

n

xe
x e x

n n
 ។  

ឧទាហរណ៍្ទ្យី៧  គណ្នាអងំច្ត្ប្ាល  
3 53 2


tt e
dt

t
 ។  

ែំច្ េះប្ស្ថយ 
តាមលកខណ្ៈអងំច្ត្ប្ាល  រូបមនរ (6.3) , (6.1)  និង (6.6)   ច្យីងបាន៖ 

            
3 2 2 3 53 5 3 3 3 2 3 3 2 23 2

         

t
t t t t et e
dt dt

t t    
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 3 2 527 54 36 8  

 

tt t t e
dt

t  

      
2 58

27 54 36
 

    
 


tt t e dt
t  

      

5
2 5 5 527 54 36 8      

t
t t t e

t e dt t e dt e dt dt
t  

   
 5 5 5

2 2

3 2
1

5
27 5 2 5 2 54 5 1 36 8 ln

5 !5 5





 
            

  


nt t t

n

xe e e
x x x x

n n

   
 5 5 5

2

1

5
675 270 54 1350 270 900 8ln 8

125 125 125 !





        



nt t t

n

xe e e
x x x x

n n

   5
2

1

5
675 1620 1224 8ln 8

125 !





    



nt

n

xe
x x x

n n  
។ 

៦.៥ ប្រភេទអងំភេប្ាលមានរាង 2


xxe dx  ន៊ិង 2


xxa dx  

អងំច្ត្ប្ាល 2


xxe dx  ជាអងំច្ត្ប្ាលមិនកំណ្ត់្ផ្ែលមានអនុគមន៍អងំច្ត្  

ប្ាល 2xxe ជាអនុគមន៍ចប្មរេះផ្ែលកែុងច្នាេះមានអនុគមន៍អុិចសប បូណ្ង់ផ្សយលនិងអនុគមន៍ 
សវ័យគុណ្។  

ច្យីងនឹងគណ្នាអងំច្ត្ប្ាល 2


xxe dx

 
 តាមារសិកាពីរករណី្គឺ 0  និង  

0  ។ 
- ករណី្ 0  នាឱំ្យ 

2 2 2
0

2

     
x x x

xe dx xe dx xdx c   

ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 
- ករណី្ 0  ច្នាេះច្យីងច្ប្បីវធិីបរូរអច្េរ ច្ោយតាង 2u x  នាឱំ្យ   

2du xdx  សមមូល 
2


du

xdx


 ។  

នាឱំ្យ 
2 1

2 2
   

x u udu
xe dx e e du
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ឧទាហរណ៍្ទ្យី៨  គណ្នា 2 22 3, 
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អនុគមន៍អងំច្ត្ប្ាល  
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22 2 2 4

      
   

 

 

b b
a x

a x b x a ax e dx x e dx

 

        

22

2 24 ( )

    
 



 

bb a x
aae x e dx

 
។ 

តាង 
2

 
b

t x
a

 នាឱំ្យ dt dx  និង 
2

 
b

x t
a

  ច្ហីយ 
2 2 2

2 2 2

2
2

2 2 2 4

   
            

  

b b b b b
x t t t t t

a a a a a
 ។  

ច្ប ី x  ច្នាេះ t ច្ហីយច្បី x  ច្នាេះ t  ។ 

តាមសមីារ ( )  ច្ហីយរូបមនរ (6.16) , (6.9)  និង (6.13)  នាឱំ្យ 
22

22 2 24

     
   

 

 

bb a x
a x b x aax e dx e x e dx

 

        

2

22
24

24






 
    

 


b

a ta
b b

e t t e dt
a a   

      

2

2 2 22
24

24

  
  

  

 
   
 
 
  

b

a t a t a ta
b b

e t e dt t e dt e dt
a a

            
2

2
4

3 2

1
0

2 4

 
    

  

b

a
b b

e
a aa a

   

      
2

2
4

3/2 5/22 4

 
   

 

b

a
b

e
a a
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22

4
5/2

2

4




b

a
a b

e
a


 ។ 

ែូចច្នេះ ច្យីងបានរូបមនរ 

  
2

2
2

2 4
5 / 2

2
(6.17)

4


 






b

a x b x a
a b

x e dx e
a



 
ផ្ែល 0a  ។

  
ឧទាហរណ៍្ទ្យី១៣  គណ្នា 22


 




x xx e dx

 
និង 22 2 3


 




x xx e dx

 
។ 

ែំច្ េះប្ស្ថយ 
តាមរូបមនរ (6.17)  នាឱំ្យ 

 
2

2
2 1 1

2 41 4
5/2

2 1 1 3

44 1


  



 
 




x xx e dx e e
 

  

និង   
2

2
2 93

2 2 3 84 2
5/2

2 2 3 13

16 24 2


  



 
 




x xx e dx e e
 

 
។

      
 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី១៤  គណ្នា  
22 4 32 5


 




x xx e dx

 
។ 

ែំច្ េះប្ស្ថយ 
ច្យីងមាន       

2 2 2 22 5 2 2 2 5 5 4 20 25      x x x x x  ។ 
នាឱំ្យ 

 
   

2 22 4 3 2 4 32 5 4 20 25

 
   

 

    
x x x xx e dx x x e dx

               

2 2 22 4 3 4 3 4 3
14 20 25 ( )

  
     

  

     
x x x x x xx e dx xe dx e dx

 
។ 

តាមរូបមនរ (6.17)  នាឱំ្យ 

 
2

2
2 93

2 4 3 164 4
25/2

2 4 3 17
( )

4 324 4


  



 
  




x xx e dx e e
 

 
។ 

តាមរូបមនរ (6.15)  នាឱំ្យ 

 
 

2

2
3 9

4 3 164 4
33/2

3 3
( )

162 4


  




   




x xxe dx e e
 

 
។ 
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ឥឡូវច្នេះ ច្យីងគណ្នាអងំច្ត្ប្ាល 24 3


 




x xe dx  ។ 

 

ច្យីងមាន  
2

2 3 9
4 3 4

8 16

 
      

 
x x x  ។ 

តាង 3

8
 t x  នាឱំ្យ dt dx។  

ច្ប ី x  ច្នាេះ t

 
ច្ហីយច្បី x  ច្នាេះ t ។ 

នាឱំ្យ 
2

2
3 9

4
4 3 8 16

      
   

 

 
x

x xe dx e dx  

           
2

39 4
816

    
 



 
x

e e dx  

  2
9

416






 
te e dx  

  
9 9

16 16
4( )

4 2
  e e

   ។ 

តាម 1 2 3( ) , ( ) , ( )    និង 4( )  នាឱំ្យ 

 
 

2
9 9 9

2 4 3 16 16 16
17 3

2 5 4 20 25
4 32 16 2


 



 
        
 
 


x xx e dx e e e

     

          

9

16
297

32
 e



 
។

 

៦.១១  ប្រភេទអងំភេប្ាលមានរាង 23


 




a x b xx e dx  

អងំច្ត្ប្ាល 
23 ( 0)


 




a x b xx e dx a  ជាអងំច្ត្ប្ាលមិនកំណ្ត់្ផ្ែលមាន  

អនុគមន៍អងំច្ត្ប្ាល 23  a x b xx e  ជាអនុគមន៍ចប្មរេះផ្ែលកែុងច្នាេះមានអនុគមន៍អុិចសប បូ 
ណ្ង់ផ្សយលនិងអនុគមន៍សវ័យគុណ្។  

ច្យីងមាន  
2 2

2 2

2 2
2

2 4 4

 
          

 

b b b
a x b x a x x

a a a  
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2 2

2 4

 
    

 

b b
a x

a a  ។ 

នាឱំ្យ 
2 2

23 3 2 4

      
   

 

 

b b
a x

a x b x a ax e dx x e dx

 

       

22

3 24 ( )

    
 



 

bb a x
aae x e dx  ។

 
តាង 

2
 

b
t x

a
 នាឱំ្យ dt dx  និង 

2
 

b
x t

a
  ច្ហីយ 

3 2 3
3 3 23 3

2 2 2 2

     
            

    

b b b b
x t t t t

a a a a
  

   

2 3
3 2

2 3

3 3

2 4 8
   

b b b
t t t

a a a  
។ 

ច្ប ី x  ច្នាេះ t ច្ហីយច្បី x  ច្នាេះ t  ។ 

តាមសមីារ ( )  នាឱំ្យ 
22

23 3 24

     
   

 

 

bb a x
a x b x aax e dx e x e dx  

     

2

22 3
3 24

2 3

3 3

2 4 8






 
     

 


b

a ta
b b b

e t t t e dt
a a a      

2

2 2 2 22 3
3 24

2 3

3 3

2 4 8

   
   

   

 
    
 
 
   

b

a t a t a t a ta
b b b

e t e dt t e dt t e dt e dt
a a a

 

2
2 3

4
3 2 3

3 1 3
0 0

2 2 4 8

 
       

  

b

a
b b b

e
a aa a a

 

 

 
2 23

3
4 4

5/2 7/2 7/2

63

4 8 8

 
   

  

b b

a a
ab bb b

e e
a a a


  ។ 

ែូចច្នេះ ច្យីងបានរូបមនរ 

  
2

2
3

3 4
7 / 2

6
(6.18)

8


 






b

a x b x a
ab b

x e dx e
a
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ផ្ែល 0a  ។
  

ឧទាហរណ៍្ទ្យី១៥  គណ្នា 23


 




x xx e dx

 
និង 23 9 2


 




x xx e dx

 
។ 

ែំច្ េះប្ស្ថយ 
តាមរូបមនរ (6.18)  នាឱំ្យ 

 
2

2
13 1

3 4(1) 4
7/2

6(1)(1) 1 7

88 1


 




 




x xx e dx e e
 

  

និង   
2

2
( 2)3

3 9 2 4(9)

7/2

6(9)( 2) ( 2)

8 9


 



  





x xx e dx e


  

        

1 1

9 9
116 29

17496 4374

 
 e e

 

 
។

  
 

 ជាសរុប ជំពូកទ្យី៦ច្នេះបានផរល់នូវវធិីស្ថស្តសរគណ្នាអងំច្ត្ប្ាលមានអនុគមន៍អុិច 

សប បូណ្ង់ផ្សយលនិងអនុគមន៍សវ័យគុណ្ផ្ែលមានទ្យប្មង់ពិច្សសមួយចំនួនែូចជា ,
xxe dx  

,
xxa dx

 
2 ,

xx e dx

 
2 ,

xx a dx

 
,

n xx e dx

 
1 ,


xx e dx

 
2

,
xxe dx

 
2

,
xxa dx 2

,






xxe dx

 
2

0

,




xxe dx

 
22 , 


xx e dx

 
 

2

,


 




a x b

xe dx

  
2

,


 




a x b xxe dx

 

22 ,







a xx e dx

  
22


 




a x b xx e dx

  
និង 23


 




a x b xx e dx

 
ច្ោយបច្ងកីត្ជារូបមនដច្ែីមបីយកមកច្ប្បីប្បាស់ជាលកខណ្ៈទ្យូច្ៅនិងបានអនុវត្រន៍ច្លីឧទាហរណ៍្
មួយចំនួន។ បនាា ប់មក ច្យីងនឹងបង្ហា ញនិងសិកាអំពីប្បច្ភទ្យអងំច្ត្ប្ាលមានអនុគមន៍ច្ោ 
ារតី្និងអនុគមន៍សវ័យគុណ្ច្ៅកែុងជំពូកទ្យី៧បនរច្ទ្យៀត្។ 
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 ជំពូកទី៧        

ប្រភេទអងំភេប្ាលមាន 

អនុគមន៍ភោារេីនិងអនុគមន៍ស្វយ័គុណ 
(Types of Integrals Involving Logarithmic and Power Functions) 

 
ច្ៅកែុងជំពូកទ្យី៧ច្នេះ ច្យីងនឹងសិកាផ្ត្អំពីរបច្ភទ្យអងំច្ត្រាលមានអនុគមន៍ច្ោ  

ារតី្និងអនុគមន៍សវ័យគុណ្ផ្ែលមានលកខណ្ៈពិច្សសមួយចំនួននិងែំច្ េះរស្ថយរបស់វា 
ែូចត្ច្ៅ៖ 

៧.១ ប្រភេទអងំភេប្ាលមានរាង ln
mx xdx  

 អងំច្ត្រាល ln
mx xdx  ជាអងំច្ត្រាលមិនកំណ្ត់្ផ្ែលមានអនុគមន៍អងំច្ត្  

រាល lnmx x  ជាអនុគមន៍ចរមរេះផ្ែលកែុងច្ េះមានអនុគមន៍ច្ោារតី្និងអនុគមន៍សវ័យ 
គុណ្។  

ច្យីងនឹងគណ្ អងំច្ត្រាល ln
mx xdx

 
 តាមវធិីអងំច្ត្រាលច្ោយផ្ផែក 

ច្ោយយក ln , 0 u x x   ឱំ្យ  
dx

du
x

 និង  mdv x dx   ឱំ្យ 
1

, 1
1



  


mx
v m

m  
។  

 ឱំ្យ ln     
mx xdx u dv uv vdu  

        

1
11

ln
1 1


  

  
m

mx dx
x x

m m x  

        

1 1
ln

1 1



 
  

m
mx

x x dx
m m
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1 11
ln

1 1 1

 

   
  

m mx x
x c

m m m  

         

1

2

ln 1

1 1


 
   

  

m x
x c

m m
 

ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

ែូចច្នេះ ច្យីងបានរូបមនរ 

 

1

2

ln 1
ln (7.1)

1 1


 
   

  


m m x
x xdx x c

m m  
ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី១  គណ្  ln , ln xdx x xdx
 
និង 2 ln x xdx  ។ 

ែំច្ េះរស្ថយ 
តាមរូបមនរ (7.1)  ច្យីងបាន៖ 

 
 0 0 1

2

ln 1
ln ln ln 1

0 1 0 1


 
       

  
 

x
xdx x xdx x c x x c

   

 

1 1 2

2

ln 1 ln 1
ln

1 1 2 41 1


   
       
    


x x

x xdx x c x c

 

និង  
 

2 2 1 3

2

ln 1 ln 1
ln

2 1 3 92 1


   
       

    


x x
x xdx x c x c

 
។

 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី២  គណ្  3

1

ln
e

x xdx
 
និង 3

1

ln




 x xdx  ។ 

ែំច្ េះរស្ថយ 
តាមរូបមនរ (7.1)   ច្យីងបាន៖ 

 

3 3 1 4

2
11 1

ln 1 ln 1
ln

3 1 4 163 1


   
         



e
ee

x x
x xdx x x

   

       

4
4 4ln 1 ln1 1 3 1

1 10.2996
4 16 4 16 16

   
        

   

e e
e
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និង  3 3

1 1

ln lim ln


 


 

N

N
x xdx x xdx

  

   

3 1

2

1

ln 1
lim

3 1 3 1

 



 
  
    

N

N

x
x

 

  
2 2

1

ln 1
lim

2 4

 
  

 

N

N

x

x x
 

  
2 2

ln 1 ln1 1 1
lim

2 4 42 4

 
     

 N

N

N N
 ។

 

៧.២  ប្រភេទអងំភេប្ាលមានរាង   ln



n
a x

dx
x

 

អងំច្ត្រាល 
  ln



n
a x

dx
x  

 ជាអងំច្ត្រាលមិនកំណ្ត់្ផ្ែលមានអនុគមន៍អងំ  

ច្ត្រាល   ln
n

a x

x  ជាអនុគមន៍ចរមរេះផ្ែលកែុងច្ េះមានអនុគមន៍ច្ោារតី្និងអនុគមន៍ 

សវ័យគុណ្ផ្ែល 0a  ។ អនុគមន៍ច្នេះកំណ្ត់្បានចំច្ េះ 0x  ច្បី 0a  និងវាកំណ្ត់្ 
បានចំច្ េះ 0x  ច្បី 0a ។ 

ច្យីងនឹងគណ្ អងំច្ត្រាល   ln



n
a x

dx
x

 ផ្ែល 0a  ។ ច្យីងតា u a x   

 ឱំ្យ  
u

x
a

 និង 
du

dx
a

 ។ 
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( / )
  

n n
a x u du

dx
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ln

ln ln ( )   

n
nu

du u d u
u

 ។ 

- ច្បី 1 n  ច្ េះពីសមីារ ( )   ឱំ្យ   
  

   
 1ln ln

ln ln
ln


   

n
a x d u

dx u d u
x u  

    
 ln ln ln ln   u c a x c   ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 
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ែូចច្នេះ ច្យីងបានរូបមនរ 

  
 

 
1

ln
ln ln (7.2)

ln



   
a x dx

dx a x c
x x a x  

ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ និង 0a  ។ 

- ច្បី 1 n  ច្ េះពីសមីារ ( )   ឱំ្យ   
  

     
ln

ln ln 

n
na x

dx u d u
x  

    
     

1 1
ln ln

1 1

 

   
 

n n
u a x

c c
n n

 

ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

ែូចច្នេះ ច្យីងបានរូបមនរ 

     
1

ln ln
(7.3)

1



 


n n
a x a x

dx c
x n  

ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ និង 0 , 1  a n  ។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី៣  គណ្  
ln
dx

x x  
និង  

2
ln


x

dx
x

 ។ 

ែំច្ េះរស្ថយ 
តាមរូបមនរ (7.2)  និង (7.3)  ច្យីងបាន៖ 

ln ln
ln

 
dx

x c
x x    
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2 3
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x x
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ឧទាហរណ៍្ទ្យី៤  គណ្  
 

3

ln 2
e

e

dx

x x  
និង  

5

1

ln3 ln

e

x
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x
 ។ 

ែំច្ េះរស្ថយ 
តាមរូបមនរ (7.2)  និង (7.3)  ច្យីងបាន៖ 

 
     

3
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ln ln 2 ln ln 6 ln ln 2
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e

e

e
e

dx
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៧.៣  ប្រភេទអងំភេប្ាលមានរាង  ln


n
a x

dx
x

 

អងំច្ត្រាល 
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n

a x
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x
 ជាអងំច្ត្រាលមិនកំណ្ត់្ផ្ែលមានអនុគមន៍អងំច្ត្  

រាល  ln
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a x

x  ជាអនុគមន៍ចរមរេះផ្ែលកែុងច្ េះមានអនុគមន៍ច្ោារតី្និងអនុគមន៍សវ័យ 

គុណ្ផ្ែល 0a  ។ អនុគមន៍ច្នេះកំណ្ត់្បានចំច្ េះ 0x  ច្បី 0a  និងវាកំណ្ត់្បាន 
ចំច្ េះ 0x  ច្បី 0a  ។ 

ច្យីងនឹងគណ្ អងំច្ត្រាល  ln


n
a x

dx
x

 ផ្ែល 0a  ។ 

- ច្បី 0n   ឱំ្យ  

   
0

ln ln ln1
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n
a x a x

dx dx dx dx c
x x x

  

ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

- ច្បី 0n  និង ច្យីងតាង  lnt a x   ឱំ្យ  
1

, t ta x e x e
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2
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2 lnln
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ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 
ែូចច្នេះ ច្យីងបានរូបមនរ 

       
2

2 lnlnln
(7.4)
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ឧទាហរណ៍្ទ្យី៥  គណ្  ln


x
dx

x  
និង 

3ln


x
dx

x
 ។ 

ែំច្ េះរស្ថយ 
តាមរូបមនរ (7.4)  ច្យីងបាន៖ 
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៧.៤  ប្រភេទអងំភេប្ាលមានរាង  ln
 m

a x
dx

x
 

អងំច្ត្រាល 
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a x
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x
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ជាអនុគមន៍ចរមរេះផ្ែលកែុងច្ េះមានអនុគមន៍ច្ោារតី្និងអនុគមន៍សវ័យ 

គុណ្ផ្ែល 0a ។ អនុគមន៍ច្នេះកំណ្ត់្បានចំច្ េះ 0x  ច្បី 0a  និងវាកំណ្ត់្បាន 
ចំច្ េះ 0x  ច្បី 0a  ។ 

ច្យីងនឹងគណ្ អងំច្ត្រាល  ln
 m

a x
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- ច្បី 1m  ច្ េះតាមសមីារ ( )   ឱំ្យ  
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ែូចច្នេះ ច្យីងបានរូបមនរ 
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(7.5)
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៧.៥  ប្រភេទអងំភេប្ាលមានរាង 
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x a x
 

អងំច្ត្រាល  
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អនុគមន៍សវ័យគុណ្ផ្ែល 0a  ។ អនុគមន៍ច្នេះកំណ្ត់្បានចំច្ េះ 0x  ច្បី 0a  និងវា 
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៧.៦  ប្រភេទអងំភេប្ាលមានរាង 
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dx

x x
 

អងំច្ត្រាល  
ln

 m

dx

x x   
 ជាអងំច្ត្រាលមិនកំណ្ត់្ផ្ែលមានអនុគមន៍អងំច្ត្  

រាល 1

lnmx x  ជាអនុគមន៍ចរមរេះផ្ែលកែុងច្ េះមានអនុគមន៍ច្ោារតី្និងអនុគមន៍សវ័យ 

គុណ្។ អនុគមន៍ច្នេះកំណ្ត់្បានចំច្ េះ 0x  ។ 
ច្យីងនឹងគណ្ អងំច្ត្រាល 
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x x
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 ឱំ្យ 
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- ច្បី 1m  ច្ េះតាមសមីារ ( )   ឱំ្យ  
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ែូចច្នេះ ច្យីងបានរូបមនរ 
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ែំច្ េះរស្ថយ 

តាមរូបមនរ (7.7)  ច្យីងបាន៖ 
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៧.៧  ប្រភេទអងំភេប្ាលមានរាង  ln
nmx x dx  

អងំច្ត្រាល   ln
nmx x dx

 
 ជាអងំច្ត្រាលមិនកំណ្ត់្ផ្ែលមានអនុគមន៍អងំ  

ច្ត្រាល  ln
nmx x   ជាអនុគមន៍ចរមរេះផ្ែលកែុងច្ េះមានអនុគមន៍ច្ោារតី្និងអនុគមន៍ 

សវ័យគុណ្។ អនុគមន៍ច្នេះកំណ្ត់្បានចំច្ េះ 0x  ។ 

ច្យីងនឹងគណ្ អងំច្ត្រាល  ln
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- ករណី្ 1 m   ឱំ្យ 

     1ln ln ln   
n n nm dx

x x dx x x dx x
x  



រាជបណ្ឌិ ត្យសភាកមពុជា                                                              វទិ្យាស្ថា នវទិ្យាស្ថស្តសរនិងបច្ចេកវទិ្យា 

ផ្ផែកគណិ្ត្វទិ្យានិងសាិត្ិ                                                                                                   138 

   
   

 
1

ln
ln ln

1



  


n
n x

x d x c
n

 

ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

- ករណី្ 1 m  និង 0n   ឱំ្យ 

   
0

ln ln 
nm mx x dx x x dx

 

   

1

1



  


m
m x

x dx c
m

 

ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ និង 1 m  ។ 

- ករណី្ 1 m  និង {1,2,3,...} n   ច្យីងច្របីវធិីអងំច្ត្រាលច្ោយផ្ផែក 

ច្ោយយក  ln , 0 
n

u x x   ឱំ្យ  
 

1
ln





n
n x

du dx
x

 និង  mdv x dx   ឱំ្យ 
1

, 1
1



  


mx
v m

m  
។  

 ឱំ្យ  ln     
nmx x dx u dv uv vdu  

   
   

11
1ln ln

1 1


 

  
n nm

mx x xn
x dx

m m x  

   
 

 
1

1ln
ln

1 1




 
  

nm
nmx x n

x x dx
m m

 ។ 
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តាមរូបមនរ (7.8)  ច្យីងបាន៖ 
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2

2 ( )
ln ln

   
x x

dx
x x

 ។  

ប ា ប់មក ច្យីងតាង lnu x   ឱំ្យ  ux e  និង  udx e du  ។  

ពីសមីារ ( )   ឱំ្យ 
2

ln
    

u u
ux e e

dx e du du
x u u

 

     1

0 1

21 1 2
[ ]

! !

  

 

    
k k k

k k

u u
du du

u k u k
 

   
1

2
ln

!





 



k k

k

u
u

k k
 

    

1

2 ln
ln ln

!





 



kk

k

x
x

k k
  

និង 
 

2

2
2

ln lnln
   

x x x
dx dx

x xx
   

         2

1

2 ln
2[ ln ln ]

ln !





   



kk

k

xx
x

x k k
 

         12

1

1

2 ln
2ln ln ( )

ln !





    



kk

k

xx
x

x k k
 ។

 
តាមរូបមនរ (7.9)  ច្យីងបាន៖ 

    

 

 

1 1

3 3 1 3 1

1 1

3 1ln 3 1 ln ln



 


  


 

x x x
dx dx

x x x
  

           

2

2 2
2 ln ln

   
x x

dx
x x

 

         

 12 2

2
1

2 ln
2ln ln

ln !2 ln





    



kk

k

xx x
x

x k kx
 (តាម 1( ) )។ 
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 ជាសរុប ជំពូកទ្យី៧ច្នេះបានផរល់នូវវធិីស្ថស្តសរគណ្ អងំច្ត្រាលមានអនុគមន៍ច្ោ 

ារតី្និងអនុគមន៍សវ័យគុណ្ផ្ែលមានទ្យរមង់ពិច្សសមួយចំនួនែូចជា ln ,
mx xdx  

  ln
,

n
a x

dx
x  

 ln
,

n
a x

dx
x  

 ln
, m

a x
dx

x   
,

ln  
 n

dx

x a x  
,

ln
 m

dx

x x

 ln
nmx x dx

 
និង 

 ln


m

n

x
dx

x
 ច្ោយបច្ងកីត្ជារូបមនដច្ែីមបីយកមកច្របីរបាស់ជា 

លកខណ្ៈទ្យូច្ៅនិងបានអនុវត្រន៍ច្លីឧទាហរណ៍្មួយចំនួន។ ប ា ប់មក ច្យីងនឹងបង្ហា ញនិង 
សិកាអំពីរបច្ភទ្យអងំច្ត្រាលមានអនុគមន៍អុីផ្ពបូលីកច្ៅកែុងជំពូកទ្យី៨បនរច្ទ្យៀត្។ 
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ជំពូកទី៨      
ប្រភេទអងំភេប្ាលមានអនុគមន៍អីុពពរូលកី 

(Types of Integrals Involving Hyperbolic Functions) 
 
ច្ៅកែុងជំពូកទ្យី៨ច្នេះ ច្យីងនឹងសិកាអំពីអនុគមន៍អុីផ្ពបូលីកនិងរបច្ភទ្យអងំច្ត្រាល  

មានអនុគមន៍អុីផ្ពបូលីកផ្ែលមានលកខណ្ៈពិច្សសមួយចំនួននិងែំច្ េះរស្ថយរបស់វាែូច
ត្ច្ៅ៖ 

៨.១ អនុគមន៍អុីពពរូលីក 

៨.១.១  និយមន័យ 

អនុគមន៍អុីផ្ពបូលីកមានែូចជា cosh , sinh , tanh , coth , sech  និង cosech   
ច្ហីយកំណ្ត់្ច្ោយ៖ 

cosh
2




x xe e
x    sinh

2




x xe e
x  

sinh
tanh

cosh


x
x

x    
cosh

coth
sinh


x

x
x  

1
sec

cosh
h x

x       និង  1
cos

sinh
ech x

x  ។ 

 រូបខាងច្រាម ជារាហវននអនុគមន៍អុីផ្ពបូលីក cosh , sinh y x y x  និង 
tanhy x  ។  

 
 
 
 

 

 

              

                     រូបទ្យី១             រូបទ្យី២  
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  រូបទ្យី៣ 

៨.១.២  លកខណៈ 

ច្យីងមានរូបមនរសំខាន់ននអនុគមន៍អុីផ្ពបូលីកមួយចំនួនខាងច្រាម៖ 

១. 2 2cosh sinh 1 x x  
២. 2 21 tanh sec x h x  
៣. 2 21 coth cos  x ech x  

៤.    
'

sinh sinh cosh 
x

d
x x x

dx  

៥.    
'

cosh cosh sinh 
x

d
x x x

dx  

៦.     2'
tanh tanh sech 

x

d
x x x

dx  

៧.     2'
coth coth sech  

x

d
x x co x

dx  

ឥឡូវច្នេះ ច្យីងនឹងរស្ថយបញ្ជា ក់រូបមនដទ្យី១ ទ្យី២ និង ទ្យី៤ែូចត្ច្ៅ៖ 

១. បង្ហា ញថា 2 2cosh sinh 1 x x  ។  

ច្យីងមាន   
2 2

2 2cosh sinh
2 2

     
        

   

x x x xe e e e
x x

 

   
2 21 1

4 4

    x x x xe e e e
 

             2 2 2 21 1
2 2

4 4

        x x x x x x x xe e e e e e e e
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2 2 2 21 1 1 1 1 1
1

4 2 4 4 2 4

       x x x xe e e e
 
(ពិត្)។ 

២. បង្ហា ញថា 2 21 tanh sec x h x  ។ 

ច្យីងមាន  
 

2
2

2
/ 2sinh

1 tanh 1 1
cosh / 2





             
 

x x

x x

e ex
x

x e e  

      

   

 

2 2

2

 



  




x x x x

x x

e e e e

e e  

       

2 2 2 2

2

2 2   



    




x x x x x x x x

x x

e e e e e e e e

e e  

       
2 2

4 1

2


 

 
  
 

x xx x e ee e  

                                    
2

2

1
sec

cosh
  h x

x   
(ពិត្) ។ 

៤. បង្ហា ញថា  sinh cosh
d

x x
dx

 ។ 

ច្យីងមាន  sinh cosh
2 2

   
    

 

x x x xd d e e e e
x x

dx dx   
(ពិត្) ។

 
ឧទាហរណ៍្ទ្យី១  ច្គឱ្យ 0sinh 4x

 
។ ចូររកត្នមលននអនុគមន៍អុីផ្ពបូលីករបាចំ្ផេងច្ទ្យៀត្រត្ង់  

ចំណុ្ច 0x ។ 
ែំច្ េះរស្ថយ 

ច្យីងមាន 0sinh 4x  និងរូបមនរ 2 2
0 0cosh sinh 1 x x   ឱំ្យ 

2 2 2
0 0cosh 1 sinh 1 4 17    x x  ។ 

ច្ោយ 
0 0

0 0cosh 0 ,
2




   
x x

e e
x x   ឱំ្យ 0cosh 17x  ។ 

ពីរូបមនរននអនុគមន៍អុីផ្ពបូលីក ច្យីងទាញបាន៖ 
0

0
0

sinh 4
tanh

cosh 17
 

x
x

x
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0
0

0

17cosh
coth

sinh 4
 

x
x

x
 

0
0

1 1
sec

cosh 17
 h x

x
 

និង 0
0

1 1
cos

sinh 4
 ech x

x
 ។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី២  ច្ោេះរស្ថយសមីារ 5cosh 3sinh 4 x x
 
។  

ែំច្ េះរស្ថយ 

ច្យីងមាន 5cosh 3sinh 4 x x      

សមមូល    5 3 4
2 2

     
       

   

x x x xe e e e

 
សមមូល    5 5 3 3 8    x x x xe e e e  
សមមូល    8 2 8 x xe e  
សមមូល    4 4 x xe e  
សមមូល     

2
4 1 4 x xe e  

សមមូល     
2

4 4 1 0  x xe e  
សមមូល     

2
2 1 0 xe     សមមូល    2 1 0 xe  

សមមូល    1

2
xe     សមមូល    1

ln ln 2
2

  x  ជាឫសសមីារ។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី៣  គណ្ ច្ែរចី្វ   sinh
d

a x
dx

 និង   cosh
d

a x
dx

 ផ្ែល a  ជាចំនួន 

ពិត្ច្េរ។  
ែំច្ េះរស្ថយ 

ច្យីងមាន     sinh
2 2

   
   

 

a x a x a x a xd d e e ae ae
a x

dx dx  

                 
 cosh

2

 
   

 

a x a xe e
a a a x  

និង       cosh
2 2

   
   

 

a x a x a x a xd d e e ae ae
a x

dx dx  
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 sinh

2

 
   

 

a x a xe e
a a a x  ។ 

ែូចច្នេះ      sinh cosh
d

a x a a x
dx

 និង     cosh sinh
d

a x a a x
dx

 ។
 

៨.២ ប្រភេទអងំភេប្ាលមានរាង  sinh a x dx  

អងំច្ត្រាល  sinh a x dx

 
ជាអងំច្ត្រាលមិនកំណ្ត់្ផ្ែលមានអនុគមន៍អងំច្ត្  

រាល  sinh a x  ជាអនុគមន៍សុីនុសអុីផ្ពបូលីកកំណ្ត់្ច្លី ។  

ច្យីងនឹងគណ្ អងំច្ត្រាល  sinh a x dx

 
តាមករណី្ពីរគឺ 0a  និង 0a ។ 

- ករណី្ 0a   ឱំ្យ 

   
0 0

sinh sinh 0 0
2


      

e e
a x dx dx dx dx c

 
ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

- ករណី្ 0a   ឱំ្យ 

 sinh
2


 

a x a xe e
a x dx dx

 

    
1 1 1

2

 
   

 

a x a xe e c
a a  

  
 

1 1
cosh

2


    

a x a xe e
c a x c

a a  ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។   

ែូចច្នេះ ចំច្ េះ 0a  ច្យីងបានរូបមនរ 

   
1

sinh cosh (8.1)  a x dx a x c
a  

ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី៤  គណ្   sinh 2 x dx
 
និង 

1

0

3
sinh

2

 
 
 

 x dx  ។ 
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ែំច្ េះរស្ថយ 
តាមរូបមនរ (8.1)  ច្យីងបាន៖ 

   
1

sinh 2 cosh 2
2

  x dx x c
   

និង  
 

11

0 0

3 1 3
sinh cosh

2 3 / 2 2

   
   

   
 x dx x

 

   
 

2 3 2
cosh cosh 0

3 2 3

 
  

    

   
2 3 2

cosh 0.9016
3 2 3

 
   

 
 ។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី៥  គណ្   sinh 2 3 x dx
 
និង 

2
2

0

3
sinh 4

2

 
 

 
 x x dx  ។ 

ែំច្ េះរស្ថយ 

តាង 2 3 u x   ឱំ្យ 2du dx   និង 
2


du

dx  ។  

 ឱំ្យ  
1

sinh 2 3 sinh sinh
2 2

    
du

x dx u u du  

     
 

1 1
cosh cosh 2 3

2 2
    u c x c  (តាមរូបមនរ (8.1) )។ 

ចំច្ េះ 
2

2

0

3
sinh 4

2

 
 

 
 x x dx   ច្យីងតាង 23

4
2

 u x   ឱំ្យ 3du xdx  និង 

3


du
xdx

 
។   

ច្ពល 0x  ច្ េះ 23
4 4

2
  u x  និងច្ពល 2x  ច្ េះ 23

4 10
2

  u x  ។  

 ឱំ្យ  
2 10 10

2

0 4 4

3 1
sinh 4 sinh sinh

2 3 3

 
   

 
  

du
x x dx u u du

  
 

           
10

4

1
cosh

3
 u

  
(តាមរូបមនរ (8.1) )

 

           
 

1
cosh10 cosh 4 3661.9748

3
  

 
។
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៨.៣  ប្រភេទអងំភេប្ាលមានរាង  cosh a x dx  

អងំច្ត្រាល  cosh a x dx  ជាអងំច្ត្រាលមិនកំណ្ត់្ផ្ែលមានអនុគមន៍អងំច្ត្  

រាល  cosh a x  ជាអនុគមន៍កូសុីនុសអុីផ្ពបូលីកកំណ្ត់្ច្លី ។  

ច្យីងនឹងគណ្ អងំច្ត្រាល  cosh a x dx

 
តាមករណី្ពីរគឺ 0a  និង 0a ។ 

- ករណី្ 0a   ឱំ្យ 

   
0 0

cosh cosh 0 1
2


       

e e
a x dx dx dx dx x c

 
ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

- ករណី្ 0a   ឱំ្យ 

 cosh
2


 

a x a xe e
a x dx dx

 

    
1 1 1

2

 
   

 

a x a xe e c
a a  

   
 

1 1
sinh

2


    

a x a xe e
c a x c

a a  ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។   

ែូចច្នេះ ចំច្ េះ 0a  ច្យីងបានរូបមនរ 

   
1

cosh sinh (8.2)  a x dx a x c
a  

ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី៦  គណ្   cosh 3 x dx
 
និង 

1

0

4
cosh

5

 
 
 

 x dx  ។ 

ែំច្ េះរស្ថយ 
តាមរូបមនរ (8.2)  ច្យីងបាន៖ 

   
1

cosh 3 sinh 3
3

  x dx x c
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និង  
 

11

0 0

4 1 4
cosh sinh

5 4 / 5 5

   
   

   
 x dx x

  

   
 

5 4 5
sinh sinh 0

4 5 4

 
  

   

   

5 4
sinh 1.1101

4 5

 
  

   
។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី៧  គណ្   cosh 3 2 v dv
 
និង  

1
2 3

0

cosh 3  t t dt  ។ 

ែំច្ េះរស្ថយ 

តាង 3 2 u v   ឱំ្យ 3du dv   និង 
3


du

dv  ។  

 ឱំ្យ   
1

cosh 3 2 cosh cosh
3 3

    
du

v dv u u du  

     
 

1 1
sinh sinh 3 2

3 3
    u c v c  (តាមរូបមនរ (8.2) )។ 

ចំច្ េះ  
1

2 3

0

cosh 3  t t dt  ច្យីងតាង 3 3  u t   ឱំ្យ 23 du t dt  និង 

2

3
 

du
t dt  ។  ច្ពល 0t  ច្ េះ 3 3 3   u t  និងច្ពល 1t  ច្ េះ 3 3 2   u t ។  

 ឱំ្យ   
1 2 2

2 3

0 3 3

1
cosh 3 cosh cosh

3 3

 
      

 
  

du
t t dt u u du

  
 

   

2

3

1
sinh

3
  u

  
(តាមរូបមនរ (8.2) )

 

   
 

1
sinh 2 sinh3 2.1303

3
   

 
។

 

៨.៤  ប្រភេទអងំភេប្ាលមានរាង  2sinh a x dx  

អងំច្ត្រាល  2sinh a x dx  ជាអងំច្ត្រាលមិនកំណ្ត់្ផ្ែលមានអនុគមន៍អងំ 

ច្ត្រាល  2sinh a x  ជាអនុគមន៍អុីផ្ពបូលីកកំណ្ត់្ច្លី ។  
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ច្យីងនឹងគណ្ អងំច្ត្រាល  2sinh a x dx

 
 តាមករណី្ពីរគឺ 0a  និង 0a ។ 

- ករណី្ 0a   ឱំ្យ 

   

2
0 0

2 2sinh sinh 0 0
2

 
     

 
   

e e
a x dx dx dx dx c

 
ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

- ករណី្ 0a   ឱំ្យ 

 

2

2sinh
2

 
   

 
 

a x a xe e
a x dx dx

 

    
 2 21
( ) 2 ( )

4

   
a x a x a x a xe e e e dx

 

    
 2 21

2
4

  
a x a xe e dx

 

     
2 21 1 1

2
4 2 2

 
    

 

a x a xe x e c
a a         

2 21

4 2 2

 
   

  

a x a xe e x
c

a  

    
 

1
sinh 2

4 2
  

x
a x c

a  
ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។   

ែូចច្នេះ ចំច្ េះ 0a  ច្យីងបានរូបមនរ 

   2 1
sinh sinh 2 (8.3)

4 2
  

x
a x dx a x c

a  
ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី៨  គណ្   2sinh 2 x dx
 
និង 2 3

sinh
2

 
 
 


x

dx  ។ 

ែំច្ េះរស្ថយ 
តាមរូបមនរ (8.3)  ច្យីងបាន៖ 

   2 1
sinh 2 sinh 2 2

4 2 2
   


x

x dx x c
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1
sinh 4

8 2
  

x
x c

 

និង  
 

  2 3 1
sinh sinh 2 3 / 2

2 4 3 / 2 2

 
   

 


x x
dx x c

  

     
 

1
sinh 3

6 2
  

x
x c

 
។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី៩  គណ្   2sinh 3 5 y dy
 
និង 

2 2
2

0

5 4
sinh

2

 
  
 


t

t dt  ។ 

ែំច្ េះរស្ថយ 

តាង 3 5 u y   ឱំ្យ 3du dy   និង 
3


du

dy  ។  

 ឱំ្យ  2 2 21
sinh 3 5 sinh sinh

3 3
    

du
y dy u u du   

         1

1 1
sinh 2

3 4 2

 
   

 

u
u c

  
(តាមរូបមនរ (8.3) )

 

       
  

 
1

3 51
sinh 2 3 5

12 6


   

y
y c

 

       
 

1
sinh 6 10

12 2
   

y
y c  ។ 

ចំច្ េះ 
2 2

2

0

5 4
sinh

2

 
  
 


t

t dt  ច្យីងតាង 
25 4

2




t
u   ឱំ្យ 5du t dt   និង 

5


du
t dt ។  

ច្ពល 0t  ច្ េះ 
25 4

2
2


 

t
u  និងច្ពល 2t  ច្ េះ 

25 4
12

2


 

t
u  ។  

 ឱំ្យ  
2 12 122

2 2 2

0 2 2

5 4 1
sinh sinh sinh

2 5 5

   
        

  
t du

t dt u u du
  

 

   
 

12

2

1 1
sinh 2

5 4 2

 
  

 

u
u

 
(តាមរូបមនរ (8.3) ) 

       
1 1 12 1 1 2

sinh 2 12 sinh 2 2
5 4 2 5 4 2

   
        

       

    
1 1

sinh 24 sinh 4 1 662228050.9
20 20

   

 
។
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៨.៥  ប្រភេទអងំភេប្ាលមានរាង  2cosh a x dx  

អងំច្ត្រាល  2cosh a x dx  ជាអងំច្ត្រាលមិនកំណ្ត់្ផ្ែលមានអនុគមន៍អងំ  

ច្ត្រាល  2cosh a x  ជាអនុគមន៍អុីផ្ពបូលីកកំណ្ត់្ច្លី ។  

ច្យីងនឹងគណ្ អងំច្ត្រាល  2cosh a x dx

 
តាមករណី្ពីរគឺ 0a  និង 0a ។ 

- ករណី្ 0a   ឱំ្យ 

   

2
0 0

2 2cosh cosh 0 1
2

 
      

 
   

e e
a x dx dx dx dx x c

 
ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

- ករណី្ 0a   ឱំ្យ 

 

2

2cosh
2

 
   

 
 

a x a xe e
a x dx dx

 

     
 2 21
( ) 2 ( )

4

   
a x a x a x a xe e e e dx

 

     
 2 21

2
4

  
a x a xe e dx

 

      
2 21 1 1

2
4 2 2

 
    

 

a x a xe x e c
a a        

2 21

4 2 2

 
   

  

a x a xe e x
c

a  

     
 

1
sinh 2

4 2
  

x
a x c

a  
ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។   

ែូចច្នេះ ចំច្ េះ 0a  ច្យីងបានរូបមនរ 

   2 1
cosh sinh 2 (8.4)

4 2
  

x
a x dx a x c

a  
ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ 
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ឧទាហរណ៍្ទ្យី១០  គណ្   2cosh 7 x dx
 
និង 2 9

cosh
4

 
 
 


x

dx  ។ 

ែំច្ េះរស្ថយ 
តាមរូបមនរ (8.4)  ច្យីងបាន៖ 

   2 1
cosh 7 sinh 2 7

4 7 2
   


x

x dx x c
   

    
 

1
sinh 14

28 2
  

x
x c

 

និង  
 

  2 9 1
cosh sinh 2 9 / 4

4 4 9 / 4 2

 
     

 


x x
dx x c

  

        
1 9

sinh
9 2 2

 
    

 

x x
c

 
។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី១១  គណ្   
1

2

0

cosh 4 7 y dy
 
និង    

2
2 2

0

2 3 cosh 2 6 5   t t t dt ។ 

ែំច្ េះរស្ថយ 

តាង 4 7 u y   ឱំ្យ 4du dy   និង 
4


du

dy  ។  

ច្ពល 0y  ច្ េះ 4 7 7   u y  និងច្ពល 1y  ច្ េះ 4 7 3   u y  ។ 

 ឱំ្យ  
3 31

2 2 2

0 7 7

1
cosh 4 7 cosh cosh

4 4

 

 

    
du

y dy u u du   

         
3

7

1 1
sinh 2

4 4 2





 
  

 

u
u

  
(តាមរូបមនរ (8.4) ) 

        
   

1 1 3 1 1 7
sinh 6 sinh 14

4 4 2 4 4 2

    
        

              

        
   

1 1 1
sinh 6 sinh 14 37569.2768

16 16 2
       ។

 
ចំច្ េះ    

2
2 2

0

2 3 cosh 2 6 5   t t t dt  ច្យីងតាង 22 6 5  u t t   ឱំ្យ 

 4 6 du t dt  2 2 3 t dt  និង  2 3
2

 
du

t dt  ។  ច្ពល 0t  ច្ េះ 
22 6 5 5   u t t  និងច្ពល 2t  ច្ េះ 22 6 5 1   u t t  ។  ឱំ្យ   
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2 1 1

2 2 2 2

0 5 5

1
2 3 cosh 2 6 5 cosh cosh

2 2

 
     

 
  

du
t t t dt u u du

  
 

         
 

1

5

1 1
sinh 2

2 4 2

 
  

 

u
u

 
(តាមរូបមនរ (8.4) ) 

             
1 1 1 1 1 5

sinh 2 sinh 10
2 4 2 2 4 2

   
      

      

          
1 1

sinh 2 sinh10 1 1377.2007
8 8

     ។
 

៨.៦  ប្រភេទអងំភេប្ាលមានរាង  tanh a x dx  

អងំច្ត្រាល  tanh a x dx

 
ជាអងំច្ត្រាលមិនកំណ្ត់្ផ្ែលមានអនុគមន៍អងំ  

ច្ត្រាល  tanh a x  ជាអនុគមន៍ត្ង់ហេង់អុីផ្ពបូលីកកំណ្ត់្ច្លី  ។  

ច្យីងនឹងគណ្ អងំច្ត្រាល  tanh a x dx

 
 តាមករណី្ពីរគឺ 0a  និង 0a ។ 

- ករណី្ 0a   ឱំ្យ 

   
 
 

sinh 0
tanh tanh 0 0

cosh 0
      a x dx dx dx dx c

 
ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

- ករណី្ 0a   ឱំ្យ 

 
 
 

sinh
tanh ( )

cosh
  

a x
a x dx dx

a x  
។ 

តាង  cosh
2


 

a x a xe e
u a x   ឱំ្យ  

2 2

    
   

 

a x a x a x a xae a e e e
du dx a dx  

 sinh a a x dx  និង  sinh 
du

a x dx
a

 ។  

តាមសមីារ ( )  ច្យីងបាន៖
 

 
1 1

tanh     
du du

a x dx
u a a u   

   
 

1 1
ln ln cosh   u c a x c

a a  
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1
ln cosh a x c

a    
(ពីច្រ េះ  cosh 0 ,

2


   

a x a xe e
a x x )

  
ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។  

 
ែូចច្នេះ ចំច្ េះ 0a  ច្យីងបានរូបមនរ 

    
1

tanh ln cosh (8.5)  a x dx a x c
a  

ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី១២  គណ្   tanh 3 x dx
 
និង 

1

0

5
tanh

3

 
 
 


x

dx  ។ 

ែំច្ េះរស្ថយ 
តាមរូបមនរ (8.5)  ច្យីងបាន៖ 

    
1

tanh 3 ln cosh 3
3

  x dx x c
 

និង  
 

11

00

5 1 5
tanh ln cosh

3 5 / 3 3

    
    

    


x x
dx   

     
3 5 3

ln cosh ln cosh 0
5 3 5

  
   

    

   
3 5

ln cosh 0.6051
5 3

  
   

  
 ។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី១៣  គណ្   tanh 3 5 t dt
 
និង  

1
2 3

1

tanh 4 7



 u u du  ។ 

ែំច្ េះរស្ថយ 

តាង 3 5 u t   ឱំ្យ 3du dt  និង 
3


du

dt  ។ 

 ឱំ្យ  
1

tanh 3 5 tanh tanh
3 3

    
du

t dt u u du  

    
 

1
ln cosh

3
 u c   (តាមរូបមនរ (8.5))

 

    
  

1
ln cosh 3 5

3
  t c  ។ 
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ចំច្ េះ  
1

2 3

1

tanh 4 7



 u u du  ច្យីងតាង 34 7 t u   ឱំ្យ 212dt u du   និង 

2

12


dt
u du ។  ច្ពល 1 u  ច្ េះ 34 7 3  t u  និងច្ពល 1u  ច្ េះ 34 7 11  t u ។  

 ឱំ្យ   
1 11 11

2 3

1 3 3

1
tanh 4 7 tanh tanh

12 12


    
dt

u u du t t dt
  

 

      
 

11

3

1
ln cosh

12
 t

 
(តាមរូបមនរ (8.5)) 

         
1 1

ln cosh11 ln cosh3 0.6664
12 12

  

 
។ 

៨.៧  ប្រភេទអងំភេប្ាលមានរាង  coth a x dx  

អងំច្ត្រាល  coth a x dx

 
ជាអងំច្ត្រាលមិនកំណ្ត់្ផ្ែលមានអនុគមន៍អងំ  

ច្ត្រាល  coth a x  ជាអនុគមន៍កូត្ង់ហេង់អុីផ្ពបូលីកកំណ្ត់្ចំច្ េះ 0x  ។  

ច្យីងនឹងគណ្ អងំច្ត្រាល  coth a x dx

 
 ចំច្ េះ 0a  ។ 

ច្យីងមាន   
 
 

cosh
coth ( )

sinh
  

a x
a x dx dx

a x  
។ 

តាង  sinh
2


 

a x a xe e
u a x   ឱំ្យ  

2 2

    
   

 

a x a x a x a xae a e e e
du dx a dx  

 cosh a a x dx  និង  cosh 
du

a x dx
a

 ។  

តាមសមីារ ( )  ច្យីងបាន៖ 

 
1 1

coth     
du du

a x dx
u a a u   

   
 

1 1
ln ln sinh   u c a x c

a a  ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។   

ែូចច្នេះ ចំច្ េះ 0a  ច្យីងបានរូបមនរ 
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1

coth ln sinh (8.6)  a x dx a x c
a  

ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី១៤  គណ្   coth 5 x dx
 
និង 

2

1

8
coth

5

 
 
 


x

dx  ។ 

ែំច្ េះរស្ថយ 
តាមរូបមនរ (8.6)  ច្យីងបាន៖ 

   
1

coth 5 ln sinh 5
5

     x dx x c
 

និង  
 

22

11

8 1 8
coth ln sinh

5 8 / 5 5

   
   

   


x x
dx   

  5 16 5 8
ln sinh ln sinh 1.0249

8 5 8 5

      
        

        
។

 
ឧទាហរណ៍្ទ្យី១៥  គណ្   coth 12 123 x dx

 
និង   

1
4 5

0

coth 2 7 t t dt  ។ 

ែំច្ េះរស្ថយ 

តាង 12 123 u x   ឱំ្យ 12du dx  និង 
12


du

dx  ។ 

 ឱំ្យ  
1

coth 12 123 coth coth
12 12

    
du

x dx u u du  

 
1

ln sinh
12

 u c   (តាមរូបមនរ (8.6) )
 

 
 

1
ln sinh 12 123

12
  x c  ។ 

ចំច្ េះ  
1

4 5

0

coth 2 7 t t dt   ច្យីងតាង 52 7 u t   ឱំ្យ 410du t dt  និង  

4

10


du
t dt ។  ច្ពល 0t  ច្ េះ 52 7 7  u t  និងច្ពល 1t  ច្ េះ 52 7 9  u t ។  

 ឱំ្យ   
1 9 9

4 5

0 7 7

1
coth 2 7 coth coth

10 10
    

du
t t dt u u du
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9

7

1
ln sinh

10
 u

 
(តាមរូបមនរ (8.6) ) 

   
1 1

ln sinh9 ln sinh 7
10 10

 

 

   
1 sinh9

ln 0.2000
10 sinh 7

 

 
។ 

៨.៨  ប្រភេទអងំភេប្ាលមានរាង  sech a x dx  

អងំច្ត្រាល  sech a x dx

 
ជាអងំច្ត្រាលមិនកំណ្ត់្ផ្ែលមានអនុគមន៍អងំ  

ច្ត្រាល  sech a x  ជាអនុគមន៍ច្សកង់អុីផ្ពបូលីកកំណ្ត់្ច្លី  ។  

ច្យីងនឹងគណ្ អងំច្ត្រាល  sech a x dx  តាមករណី្ពីរគឺ 0a  និង 0a ។ 

ច្យីងមាន   
   

2

1 2 2
sech

cosh
1


  

 

a x

a x a x
a x

e
a x

a x e e e

 ។ 

- ករណី្ 0a   ឱំ្យ 

   
0 0

2
sech sech 0 1    


   a x dx dx dx dx x c

e e  
ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

- ករណី្ 0a   ច្យីងតាង  a xt e   ឱំ្យ  a xdt ae dx   និង a x dt
e dx

a
 ។  

 ឱំ្យ
 

 
 

2 2

2 2
sech

11

  


  
a x

a x

e dx dt
a x dx

ate   

   
2

2 2
arctan

1
  




dt
t c

a at  

   
2

arctan a xe c
a  ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

មយាងច្ទ្យៀត្ ច្យីងមាន    2 2cosh sinh 1 a x a x   ឱំ្យ    2 2cosh sinh 1 a x a x ។ 

 ឱំ្យ  
 

 

 2

cosh1
sech

cosh cosh
   

a x
a x dx dx dx

a x a x
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 2

cosh

sinh 1





a x
dx

a x   
( )  ។ 

ប ា ប់មក ច្យីងតាង  sinh
2


 

a x a xe e
t a x   ឱំ្យ  

2

 


a x a xae a e
dt dx    

 cosh
2

 
  

 

a x a xe e
a dx a a x dx

 
និង  cosh 

dt
a x dx

a
 ។ 

តាមសមីារ ( )  ច្យីងបាន៖
 

 
 

 2 2

cosh 1
sech

sinh 1 1
 

 
  

a x dt
a x dx dx

aa x t  

   
12

1 1
arctan

1
  




dt
t c

a at  

   
   1

1
arctan sinh a x c

a
 

ផ្ែល 1c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

ែូចច្នេះ ចំច្ េះ 0a  ច្យីងបានរូបមនរ 

     1

2 1
sech arctan arctan sinh (8.7)   

a xa x dx e c a x c
a a  

ផ្ែល 1,c c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី១៦  គណ្   sech 6 x dx
 
និង 

1

0

3
sech

2

 
 
 


t

dt  ។ 

ែំច្ េះរស្ថយ 
តាមរូបមនរ (8.7)  ច្យីងបាន៖ 

  6 62 1
sech 6 arctan arctan

6 3
   

x xx dx e c e c
 

និង  
 

1
31

2

0 0

3 2
sech arctan

2 3 / 2

 
 

 


t
t

dt e   

    
3

02
4 4

arctan arctan
3 3


  e e
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3

2
4 4

arctan
3 3 4


   e



 

    
3

2
4

arctan 0.7544
3 3


   e

  ។
 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី១៧  គណ្   sech 9 15





 x dx
 
និង  2 3

0

sech 2 17



  t t dt  ។ 

ែំច្ េះរស្ថយ 

តាង 9 15 u x   ឱំ្យ 9du dx  និង 
9


du

dx  ។ ច្ពល x  ច្ េះ u  

និងច្ពល x  ច្ េះ u  ។  ឱំ្យ

 
1

sech 9 15 sech sech
9 9

  

  

    
du

x dx u u du  

         

0 M

N M
N 0

1 1
lim sech u du lim sech u du

9 9 
  

 

         

0

0

2 2
lim arctan lim arctan

9 9 
 

M
u u

NN M
e e

 
( រូបមនរ (8.7))

 

            0 02 2
lim arctan arctan lim arctan arctan

9 9 
   N M

N M
e e e e

 

         
 

2 2
arctan 0 arctan

9 4 9 4

   
       

   

 

 

         
2

18 9 2 18 9
    
     ។ 

ចំច្ េះ  2 3

0

sech 2 17



  t t dt  ច្យីងតាង 32 17  u t   ឱំ្យ 26 du t dt   និង 

2

6
 

du
t dt ។  ច្ពល 0t  ច្ េះ 32 17 17   u t  និងច្ពល t  ច្ េះ u ។  

 ឱំ្យ   2 3

0 17

sech 2 17 sech
6

 
 

    
 

 
du

t t dt u

    

                17 17

1 1
sech lim sech

6 6




    

M

M
u du u du

  
 

      17

1
lim arctan

6 
 

M
u

M
e

  
(តាមរូបមនរ (8.7)) 
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        1
lim arctan arctan17

6 
  M

M
e

       

       
171

arctan 0
6 2

 
    

 
e

  ។ 

៨.៩  ប្រភេទអងំភេប្ាលមានរាង  cos ech a x dx  

អងំច្ត្រាល  cos ech a x dx

 
ជាអងំច្ត្រាលមិនកំណ្ត់្ផ្ែលមានអនុគមន៍  

អងំច្ត្រាល  cosech a x  ជាអនុគមន៍កូច្សកង់អុីផ្ពបូលីកកំណ្ត់្ច្លី   ផ្ែល 0a ។  

ច្យីងនឹងគណ្ អងំច្ត្រាល  cos ech a x dx   ផ្ែល 0a  ។ 

ច្យីងមាន   
   

2

1 2 2
cos

sinh
1


  

 

a x

a x a x
a x

e
ech a x

a x e e e

 ។ 

ច្យីងតាង  a xt e   ឱំ្យ  a xdt ae dx   និង a x dt
e dx

a
 ។  

 ឱំ្យ  
   

2

2
cos

sinh
1

 


  

a x

a x

dx e dx
ech a x dx

a x
e

 

       
2 2

2 2

1 1
  

 
 

dt dt

a at t

 

       

2 1 1 1 1
ln ln ( )

2 1 1

 
     

 

a x

a x

t e
c c

a t a e
 ។

  
មយាងច្ទ្យៀត្ ច្យីងមាន  

/2 /2

/2 /2

1
tanh

2 1





 
 

 

a x a x a x

a x a x a x

a x e e e

e e e
 

 
 

1cosh 1 22

sinh

2





 


  

 
 

a x a x

a x a x

a x a x a x a x

e e
a x e e

a x e e e e
       

  

2
2

2

11 2 1

1 11 1

  
  

  

a x
a x a x a x

a x a xa x a x

ee e e

e ee e  
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ច្ហីយ  
 

1cosh 1 22

cosh 1 2
1

2





 


  

 
   



a x a x

a x a x

a x a x a x a x

e e
a x e e

a x e e e e
  

     

 

 

2
2

2 2

11 2 1

1 2 11

  
  

  

a x
a x a x a x

a x a x a x
a x

ee e e

e e ee

 

។ 

ែូចច្នេះ តាមសមីារ ( )  និងចំច្ េះ 0a  ច្យីងបានរូបមនរ 

 
 

 
 

 
 

1 1 1
cos ln ln tanh

sinh 21
(8.8)

cosh 1 cosh 11 1
ln ln

sinh 2 cosh 1


    



 
   



 
a x

a x

dx e a x
ech a x dx c c

a x a ae

a x a x
c c

a a x a a x

 

ផ្ែល c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី១៨  គណ្   cos 7 ech x dx
 
និង 

2

1
5

sinh
2

 
 
 


dx

x
 ។ 

ែំច្ េះរស្ថយ 
តាមរូបមនរ (8.8)  ច្យីងបាន៖ 

 
1 7

cos 7 ln tanh
7 2

 
x

ech x dx c
 

និង  
22 5 /2

5 /2
1 1

1 1
ln

5 (5 / 2) 1sinh
2




  
 
 


x

x

dx e

x e  

        

5 5 /2

5 5 /2

2 1 2 1
ln ln

5 51 1

 
 

 

e e

e e  

                 

  
  

5 5 /2

5 5 /2

1 12
ln 0.0604

5 1 1

 
 

 

e e

e e  
។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី១៩  គណ្   
0

cos 8 5



 ech x dx
 
និង  3 4

0

cos 2 3



  t ech t dt ។ 
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ែំច្ េះរស្ថយ 

តាង 8 5 u x   ឱំ្យ 8du dx  និង 
8


du

dx ។ ច្ពល x  ច្ េះ u  និង 

ច្ពល 0x  ច្ េះ 5u  ។ 

 ឱំ្យ  
0 5 5

1
cos 8 5 cos cos

8 8

  

    
du

ech x dx echu echu du  

  

N

N
5

1
lim cosech u du

8 
 

 

  

N
u

uN
5

1 e 1
lim ln

8 e 1





(តាមរូបមនរ (8.8))

 

  

N 5

N 5N

1 e 1 e 1
lim ln ln

8 e 1 e 1

 
 

   

  

N 5

N 5N

1 1 1/ e e 1
lim ln ln

8 1 1/ e e 1

 
 

   

  

5

5

1 e 1
ln 0.0016

8 e 1


  

  
។

 
ចំច្ េះ  3 4

0

cos 2 3



  t ech t dt  ច្យីងតាង 42 3  u t   ឱំ្យ 38 du t dt  និង 

3

8
 

du
t dt ។  ច្ពល 0t  ច្ េះ 42 3 3    u t  និងច្ពល t  ច្ េះ u ។  

 ឱំ្យ   3 4

0 3

cos 2 3 cos
8

 



 
    

 
 

du
t ech t dt echu

  
 

           

3 3
1 1

cos lim cos
8 8

 




  
M

M

echu du echu du

 

           

3
u

uM
M

1 e 1
lim ln

8 e 1









(តាមរូបមនរ (8.8))

  

           

3 M

3 MM

1 e 1 e 1
lim ln ln

8 e 1 e 1
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3 3

3 3

1 e 1 1 1 e
ln ln 0.0124

8 8e 1 1 e

 

 

  
         

។
 

៨.១០  ប្រភេទអងំភេប្ាលមានរាង 
 2cosh


dx

a x
 

អងំច្ត្រាល 
 2cosh


dx

a x  
ជាអងំច្ត្រាលមិនកំណ្ត់្ផ្ែលមានអនុគមន៍អងំច្ត្  

រាល 
 2

1

cosh a x  ជាអនុគមន៍អុីផ្ពបូលីកកំណ្ត់្ច្លី  ។  

ច្យីងនឹងគណ្ អងំច្ត្រាល 
 2cosh


dx

a x
 តាមករណី្ពីរគឺ 0a  និង 0a ។ 

ច្យីងមាន     
2

2 2 21
cosh 2

2 4


 

 
     
 

a x a x
a x a x a x a xe e

a x e e e e    

   
 2 21

2
4

  a x a xe e

 និង 
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ផ្ែល 1,c c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

ែូចច្នេះ ចំច្ េះ 0a  ច្យីងបានរូបមនរ 

   
  12 2
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 a x

dx
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ផ្ែល 1,c c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 

ឧទាហរណ៍្ទ្យី២០  គណ្  
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1

2
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 ។ 

ែំច្ េះរស្ថយ 
តាមរូបមនរ (8.9)  ច្យីងបាន៖ 
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៨.១១  ប្រភេទអងំភេប្ាលមានរាង 
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dx

a x
 

អងំច្ត្រាល 
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dx

a x  
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  ផ្ែល 0a  ។  

ច្យីងនឹងគណ្ អងំច្ត្រាល 
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 ផ្ែល 0a  ។ 
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ច្យីងមាន     
2

2 2 21
sinh 2

2 4


 

 
     
 

a x a x
a x a x a x a xe e

a x e e e e    

  
 2 21

2
4

  a x a xe e

 និង 
 2 2 2

1 4

sinh 2 


 a x a xa x e e  ។ 

ច្យីងតាង 2 a xt e   ឱំ្យ ln
2 ln ,

2
 

t
a x t x

a
  និង 

2


dt
dx

at
 ។  

 ឱំ្យ
  2 2 2 1

4 4

2sinh 2 2 
  

   
  a x a x

dx dt
dx

ata x e e t t   

           
2 2

2 2

2 1 1
 

  
 

dt dt

a at t t
 

          
 

 
 

1
2 12 2

1
1


 

    


t
t dt c

a a

 

          
2

2 1 1 2

1 1
       

 a x
c c

a t a e

 

          
    1

1 1
coth 1 coth         a x c a x c

a a

 
ពីច្រ េះ   

2

2

1
coth

1





 
 

 

a x a x a x

a x a x a x

e e e
a x

e e e
 

        2

2 2

1 2 2
1

1 1

 
  

 

a x

a x a x

e

e e
 

 ឱំ្យ   
2

2
coth 1

1
 

a x
a x

e
 

ផ្ែល 1,c c  ជាចំនួនពិត្ច្េរ។ 
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ឧទាហរណ៍្ទ្យី២២  គណ្  
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ជាសរុប ជំពូកទ្យី៨ច្នេះបានផរល់នូវនិយមន័យនិងលកខណ្ៈននអនុគមន៍អុីផ្ពបូលីក  

ច្ហីយនិងវធិីស្ថស្តសរគណ្ អងំច្ត្រាលមានអនុគមន៍អុីផ្ពបូលីកផ្ែលមានទ្យរមង់ពិច្សស 

មួយចំនួនែូចជា  sinh , a x dx   cosh , a x dx
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dx

a x
 ច្ោយបច្ងកីត្ជារូបមនដច្ែីមបីយកមកច្របីរបាស់ជាលកខណ្ៈទ្យូច្ៅនិងបាន 

អនុវត្រន៍ច្លីឧទាហរណ៍្មួយចំនួន។  
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ារស្ននិដ្ឋា ន 
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និង 2( )

/2


  




a x b x c

b a

e dx

 
 ច្ោយបច្ងកីត្ជា 

រូបមនដច្ែីមបីយកមកច្របីរបាស់ជាលកខណ្ៈទ្យូច្ៅនិងបានអនុវត្រន៍ច្លីឧទាហរណ៍្មួយចំនួន។ 

ចំផ្ណ្កឯជំពូកទ្យី៥បានផរល់នូវវធិីស្ថស្តសរគណ្ អងំច្ត្រាលននអនុគមន៍ច្ោារតី្  

និងអងំច្ត្រាលមានអនុគមន៍ច្ោារតី្មួយចំនួនែូចជា log ( ) , a p x q dx  

log , a p x q dx

 
2log ( ) , a p x q dx

 
2log , a p x q dx

 
2 2log ( ) a x b dx

 
និង 2 2log ( ) a x b dx

 
ច្ោយបច្ងកីត្ជារូបមនដច្ែីមបីយកមកច្របីរបាស់ជាលកខណ្ៈទ្យូច្ៅនិង 

បានអនុវត្រន៍ច្លីឧទាហរណ៍្មួយចំនួន។ 

 ចំច្ េះជំពូកទ្យី៦បានផរល់នូវវធិីស្ថស្តសរគណ្ អងំច្ត្រាលមានអនុគមន៍អុិចសប យូ 

ណ្ង់ផ្សយលនិងអនុគមន៍សវ័យគុណ្ផ្ែលមានទ្យរមង់ពិច្សសមួយចំនួនែូចជា ,
xxe dx  

,
xxa dx

 
2 ,

xx e dx

 
2 ,

xx a dx

 
,

n xx e dx

 
1 ,


xx e dx

 
2

,
xxe dx

 
2

,
xxa dx

 
2

,






xxe dx

 
2

0

,




xxe dx

 
22 , 


xx e dx

 
 

2

,


 




a x b

xe dx

  
2

,


 




a x b xxe dx

22 ,







a xx e dx

  
22


 




a x b xx e dx

  
និង 23


 




a x b xx e dx

 
ច្ោយបច្ងកីត្ជារូបមនដច្ែីមបីយកមកច្របីរបាស់ជាលកខណ្ៈទ្យូច្ៅនិងបានអនុវត្រន៍ច្លីឧទាហរណ៍្
មួយចំនួន។ 

 ចំច្ េះជំពូកទ្យី៧វញិបានផរល់នូវវធិីស្ថស្តសរគណ្ អងំច្ត្រាលមានអនុគមន៍ច្ោា 

រតី្និងអនុគមន៍សវ័យគុណ្ផ្ែលមានទ្យរមង់ពិច្សសមួយចំនួនែូចជា ln ,
mx xdx  
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x  
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dx

x a x  
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ln
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dx

x x

 ln
nmx x dx

 
និង 

 ln


m

n

x
dx

x  
ច្ោយបច្ងកីត្ជារូបមនដច្ែីមបីយកមកច្របីរបាស់ជា 

លកខណ្ៈទ្យូច្ៅនិងបានអនុវត្រន៍ច្លីឧទាហរណ៍្មួយចំនួន។  

ចំច្ េះជំពូកទ្យី៨បានផរល់នូវនិយមន័យនិងលកខណ្ៈននអនុគមន៍អុីផ្ពបូលីកច្ហីយនិង  
វធិីស្ថស្តសរគណ្ អងំច្ត្រាលមានអនុគមន៍អុីផ្ពបូលីកផ្ែលមានទ្យរមង់ពិច្សសមួយចំនួន 

ែូចជា  sinh , a x dx   cosh , a x dx

 
 2sinh , a x dx

 
 2cosh , a x dx

 
 tanh , a x dx

 
 coth , a x dx

 
 sec , h a x dx

 
 cos , ech a x dx

  2cosh


dx

a x  
និង 

 2sinh


dx

a x
 ច្ោយបច្ងកីត្ជារូបមនដច្ែីមបីយកមកច្របីរបាស់ជាលកខណ្ៈទ្យូច្ៅនិងបាន 

អនុវត្រន៍ច្លីឧទាហរណ៍្មួយចំនួន។ 

ជាទ្យីបញ្េ ប់ច្នេះ ច្យីងខ្ុ ំយល់ច្ឃីញថាារសិការស្ថវរជាវច្ៅច្លរីបធានបទ្យអំពី        
<< សិការបច្ភទ្យអងំច្ត្រាលមួយចនំួនកែុងវស័ិយគណិ្ត្វទិ្យានិងវទិ្យាស្ថស្តសដ >> បានផរល់នូវ 
ផលរបច្ោជន៍ជាច្រចីនទាងំខាងរទ្យឹសរីនិងារអនុវត្រគណ្ វា។ ជាងច្នេះច្ៅច្ទ្យៀត្ ច្យីងខ្ុ ំ 
បានទ្យទ្យួលនូវគំនិត្េមីនិងចំច្ណ្េះែឹងេមីផ្ែលច្កីត្ច្ចញអំពីរបធានបទ្យននអត្ាបទ្យរស្ថវរជាវច្នេះ 
និងច្យីងខ្ុ ំសងឃឹមថា ច្សៀវច្ៅរស្ថវរជាវច្នេះជាឯកស្ថរែ៏សំខាន់មួយសរមាប់ជួយែល់សិសេ 
និសេិត្ ច្ោករគូ និង អែករគូផ្ែលមានបញ្ជា ខលេះៗទាក់ទ្យងនឹងារគណ្ អងំច្ត្រាលទាងំ 
ករមិត្មធយមសិកានិងឧត្ដមសិកា។ 
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