
 

 

អាំងតេក្រាលមយួក្ររតេទមានអនគុមន៍អុ៊ិចស្ ប៉ូណង់ស្សែល 
(One Type of Integral Involving Exponential Function) 

 

 
                              

           យឹម អាយុវឌ្ឍនៈវជិ្ជា  
                                                             មន្រនតីស្រាវស្រជ្ជវផ្នែកគណិតវទិ្យានិងស្ថិតិ 
                                                             ននវទិ្យាាថ នវទិ្យាាន្រស្តនិងបច្ចេកវទិ្យា 
 

តសចក្ដីត្តើម 

 លោកអ្នកសិកា និង អ្នកស្រាវស្រាវគណិតវទិ្យាបានាា ល់រចួមកល ើយអំ្ពើទ្យស្រមង់អងំ 

លតស្រាលពិលសសៗមយួចំននួដែលមានលៅកនុងតារាងរូបមនតអងំលតស្រាល។ ឥឡូវលនេះ លោក 

អ្នកនឹងាា ល់រូបមនតអងំលតស្រាលថ្មើបដនែមលទ្យៀតដែលខំុ្នឹងបលងកើតលឡើង។ ខំុ្បានស្រាវស្រាវតាម 

អុ្ើនធឺណិត ក៏ស្របទ្យេះល ើញលវបា http://www.sosmath.com/tables/integral/integ27/  

integ 27. html  និង លសៀវលៅពើរកាលគឺ Tables of Integrals and Other Mathematical  

Data , Student Mathematics Handbook and Integral Table for Calculus  មានរូបមនតអងំ 

លតស្រាលគឺ៖ 
  
 
  
 
 
ល ើយខំុ្គិតថា ខំុ្នឹងសិកាពស្រងើកអំ្ពើស្របលេទ្យអងំលតស្រាលមានអ្នុគមន៍អិុ្ចស្ បូណង់ដសែល

ខាងលលើលនេះលៅាទ្យស្រមង់ទូ្យលៅ 
 

n
x

dx

p q a
  ដែល 0 , 1 , 0 ,   a a n  និង

2 2 2

1 1
2. ln ( )

( ) ( )
    

 


a x

a x a x

dx x
p qe c

p qe p a p p qe a p

1
1. ln ( )   




a x

a x

dx x
p qe c

p a pp qe
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ែំល េះស្រាយរបស់វា។ បបុដនតលោយមានទំ្យនាក់ទំ្យនងរវាងគ្នន  ាែំបូង លយើងនឹងលោេះស្រាយ
អងំលតស្រាលននអ្នុគមន៍អិុ្ចស្ បូណង់ដសែលសិន។  

អាំងតេក្រាលននអនគុមន៍អុ៊ិចស្ ប៉ូណង់ស្សែលរាង 


xa dx   

  អងំលតស្រាល ( 0 , 1)  
xa dx a a 

  
ាអងំលតស្រាលមិនកំណត់ដែលមាន   

 អ្នុគមន៍អងំលតស្រាល ( 0 , 1)  xa a a   ាអ្នុគមន៍អិុ្ចស្ បូណង់ដសែល។  

 លែើម្ើគណនាអងំលតស្រាល 


xa dx 

 
 លយើងលស្របើវធិើបតូរអ្លថ្រលោយតាង  

                        xt a  ( 0)   នាឱំ្ែ  ln ln ( ) ln ( 0 , 1)    xt a x a a a     
នាឱំ្ែ 1 ln

( )
ln

 
t

x
a




 និង 1

ln
 

dt
dx

a t  
។  

នាឱំ្ែ 1 1

ln ln

    
x dt

a dx t dt
a t a

 

    

        

1
( )

ln ln



    
xa

t c c
a a

 

   
 

ដែល c  ាចំនួនពិតលថ្រ។ 

 - លបើ , 1 , 0  a e    នាឱំ្ែសមើារ ( )  លៅារូបមនត 

 (1) 
x xe dx e c

1 
 

ដែល c  ាចំនួនពិតលថ្រ។ 

 - លបើ  1 , 0    នាឱំ្ែសមើារ ( )  លៅារូបមនត 

 (2)
ln

 
x

x a
a dx c

a

2 
 

ដែល c  ាចំនួនពិតលថ្រ។ 
 - លបើ  a e  នាឱំ្ែសមើារ ( )  លៅា 

 1
(3)  

   



x xe dx e c

 
                                                 
1 Herbert Bristol Dwight, Tables of Integrals and Other Mathematical Data, 1957, p. 126 
2 Herbert Bristol Dwight, Tables of Integrals and Other Mathematical Data, 1957, p. 126 



 

 

ដែល c  ាចំនួនពិតលថ្រ។ 

 ចំល េះករណើ ទូ្យលៅ តាមសមើារ ( )  ផ្តល់ឱ្ែ 

 
(4)

ln


  

 
 



x
x a

a dx c
a  

ដែល c  ាចំនួនពិតលថ្រ និង 0 , 1 a a ។ 

ឥឡូវលនេះ លយើងនឹងគណនាអងំលតស្រាល 
0




a xe dx  ។ 

តាមរូបមនត (3)  និង 0a  លយើងបាន៖ 

 0
0 0

1
lim lim

b
b

a x a x a x

b b
e dx e dx e

a



 
     

 1
lim 1 ( )ab

b
e

a
  

 
។

 
ស្របសិនលបើ   a x i y  ដែល Re( ) 0 a x  នាឱំ្ែ 

( )lim lim lim 

  
 ab x i y b xb i yb

b b b
e e e          

     cos sin
lim

xbb

yb i yb

e




 

     
cos sin

lim lim 0 0 0
xb xbb b

yb yb
i i

e e  
       

និងតាមសមើារ ( )  លយើងបាន៖ 

    
0

1 1 1
lim 1 0 1a x a b

b
e dx e

a a a




     

 

ឬ 
0

1
(5)



 
a xe dx

a
 

ដែល Re( ) 0a  ។ 

លយើងអចទាញបាន 

  



 

 

 0

1
(6)


 

a xe dx
a

3  

 ដែល Re( ) Re( ) 0 Re( ) 0     a a a  ។ 

អាំងតេក្រាលមានអនគុមន៍អុ៊ិចស្ ប៉ូណង់ស្សែលរាង 


 x

dx

p q a
 

 អងំលតស្រាល  ( 0 , 1 , 0)
x

dx
a a

p q a
  




  
ាអងំលតស្រាលមិនកំណត់ 

ដែលមានអ្នុគមន៍អងំលតស្រាល  1

 xp q a
។ អ្នុគមន៍លនេះមានអ្នុគមន៍អិុ្ចស្ បូណង់  

ដសែល xa ។  

 លែើម្ើគណនាអងំលតស្រាល 


 x

dx

p q a  
 លយើងលស្របើវធិើបតូរអ្លថ្រលោយតាង   

  xt p q a  ( 0)  នាឱំ្ែ  ln ( ) ln

ln

 


t p q
x

a
 និង 1

ln
 



dt
dx

a t p  
។   

នាឱំ្ែ 1 1 1 1
( )

ln ln ( )
    

 
  x

dx dt
dt

t a t p a t t pp q a    
។

 
 - លបើ 0p  និង 0q  នាឱំ្ែសមើារ ( )  លៅា 

 
2

1 1

lnx x

dx dx
dt

ap q a q a t  
 


  

 

            

1
21 1

ln ln ( 1)

t
t dt c

a a 


   


 

                     
1 1 1 1

ln ln x
c c

a t a q a 

 
       

 
ដែល c  ាចំនួនពិតលថ្រ និង 0 , 1 , 0  a a   ។ 
 - លបើ 0p  នាឱំ្ែសមើារ ( )  លៅា 

 
1 1 1 ( )

ln ( ) ln ( )

 
 

 
  x

dx t t p
dt dt

a t t p p a t t pp q a  
        

 1 1 1 ( )

ln ( ) ln ( )

 
 

 
  x

dx t t p
dt dt

a t t p p a t t pp q a  
 

                                                 
3 Herbert Bristol Dwight, Tables of Integrals and Other Mathematical Data, 1957, p. 200 



 

 

           
  1

1 1 1 1
ln ln

ln ln
dt t p t c

p a t p t p a 

 
      

 


 

           
 1
ln ln

ln
     x xp q a p p q a c

p a

 

  

           
 1

ln ln
ln

xx a p q a c
p a




   

 

           
1

ln
ln

xx
p q a c

p p a




   

 
ដែល 1 ,c c  ាចំនួនពិតលថ្រ និង 0 , 1 , 0  a a   ។ 
ែូចលនេះ ចំល េះ 0 , 1 , 0  a a   លយើងបានរូបមនត៖ 

 

1 1
0 , 0

ln
(7)

1
ln 0

ln


   


 

     












x

x
x

c p q
q adx a

xp q a
p q a c p

p p a

eb

eb

I

I
 

ដែល c  ាចំនួនពិតលថ្រ។  
 - ករណើ ពិលសស លបើ  a e  និង 0p   នាឱំ្ែរូបមនត (7)  លៅា 

 1
ln (8)   





 

x

x

dx x
p qe c

p pp qe

4 
 

ដែល c  ាចំនួនពិតលថ្រ។ 

 បនាា ប់មក លយើងចង់ពស្រងើការគណនាអងំលតស្រាល  
x

x

a dx

p q a




   និង  

2 x

x

a dx

p q a




  ដែល 0 , 1 , 0  a a   លោយលស្របើស្របាស់រូបមនត (7) ។ 

លយើងបាន 

  1 ( ) 1x x

x x x

a dx p q a p p dx
dx dx

q q qp q a p q a p q a

 

  

 
  

  
   

 

           

1 1
ln

ln

xp x
x p qa c

q q p p a





 
     

 
 (រូបមនត (7) ) 

           
1

ln
ln

xp q a c
q a




  

 
និង 

                                                 
4 Herbert Bristol Dwight, Tables of Integrals and Other Mathematical Data, 1957, p. 127 



 

 

  

2
2

2

( )1
xx

x x

p q a pa dx
dx

p q a q p q a



 

  
 

 
 

 

          

   
 

2
2

2

21
x x

x

p q a p p q a p
dx

q p q a

 



   





 

          
 

2

2 2 2

1 2 1x

x

p p
p q a dx dx dx

q q q p q a




   


  
 

          

2

2 2

1 1x

x

p p
a dx dx dx

q q q p q a




  


  
 

                   

2

2 2

1
ln

ln ln

x
xa p x p x

p q a c
q a p p aq q




 

 
      

   
(រូបមនត (7) ) 

                    
2

ln
ln ln

x
xa p

p q a c
q a q a




 
   

  ដែល c  ាចំនួនពិតលថ្រ។ 
 
ែូចលនេះ ចំល េះ 0 , 1 , 0  a a   និង 0q  លយើងបានរូបមនត៖ 

 1
ln (9)

ln
  







 

x
x

x

a dx
p q a c

q ap q a
 

និង 

 

2

2
ln (10)

ln ln
   




 


  

x x
x

x

a dx a p
p q a c

q ap q a q a
 

ដែល c  ាចំនួនពិតលថ្រ។ 
 - ករណើ ពិលសស លបើ a e  នាឱំ្ែរូបមនត (9)  និង (10)  លៅា 

 1
ln (11)  







 

x
x

x

e dx
p qe c

qp qe
 

និង 

 

2

2
ln (12)   




 


  

x x
x

x

e dx e p
p qe c

qp qe q

5
 

ដែល c  ាចំនួនពិតលថ្រ។ 

                                                 
5  http://is.muni.cz/el/1431/podzim2014/F5170/um/integrals.pdf 



 

 

 ពើរូបមនត (9)  និង (10)  លោយអ្នុវតតន៍ចំល េះ 0 , 1 , 0 , 0a a p      
និង 0q  លយើងបានរូបមនត៖ 

 
0

1
ln (13)

ln









 

x

x

a dx p

q a p qp q a
 

និង 

 

2

2
0

1
ln (14)

ln ln




  



x

x

a dx p p q

q a pp q a q a



  
 ។ 

អាំងតេក្រាលមានអនគុមន៍អុ៊ិចស្ ប៉ូណង់ស្សែលរាង 
 

n
x

dx

p q a
  

 អងំលតស្រាល ( 0 , 1 , 0 , {2, 3, 4, ...})
( )x n

dx
a a n

p q a
   




 
ា 

អងំលតស្រាលមិនកំណត់ដែលមានអ្នុគមន៍អងំលតស្រាល 1

( )x np q a
 ។ អ្នុគមន៍លនេះ 

មានអ្នុគមន៍អិុ្ចស្ បូណង់ដសែល xa  ។  

 លែើម្ើគណនាអងំលតស្រាល 
( )x n

dx

p q a


 
លយើងតាង ( 0)  xt p q a    

នាឱំ្ែ  ln ( ) ln

ln

 


t p q
x

a
 និង 1

ln
 



dt
dx

a t p  
។  

នាឱំ្ែ 1

1 1 1 1
( )

ln ln( ) ( )x n n n

dx dt
dt

a t p ap q a t t t p  
    

 
  

 
។ 

 - លបើ 0p  និង 0q  នាឱំ្ែសមើារ 1( )  លៅា 

 
1

1 1

ln( ) ( )x n x n n

dx dx
dt

ap q a q a t   
 


  

      

       
 11 1

ln ln ( )

n
n t

t dt c
a a n 


 

   


   

     
1 1 1 1

ln ln ( )n x n
c c

n a n at q a 

 
     

 
     1 1

lnn n x
c

n q a a 


    

 



 

 

ដែល c  ាចំនួនពិតលថ្រ និង 0 , 1 , 0  a a   ។ 

 - លបើ 0p  លនាេះលយើងនឹងគណនាអងំលតស្រាល 1

( )n
dt

t t p
  ។ អងំលតស្រាល 

លនេះមានកលនាមអងំលតស្រាល 1

( )nt t p
 ដែលអចបំដបកាស្របភាគងាយតាមវធិើស្របភាគ 

លោយដផ្នក។ 

លយើងមាន  31 2
22 3

1
... ( )

( )

n
n n

B BA B B

t p tt t p t t t
      


 

   
       

 

1 2
1 2 1...n n n

n n

n

At B t p t B t p t B t p t B t p

t t p

 
        




 

នាឱំ្ែ 

        1 2
1 2 11 ...n n n

n nAt B t p t B t p t B t p t B t p 
           

ឬ        1
1 1 2 11 ...n n

n n nA B t pB B t pB B t pB
            ។ 

លោយផ្ាឹមលមគុណននព ុធា លយើងបាន៖ 
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 ពើសមើារ 2( )  លៅា៖   

   1 2 2 3 2 1

1 1 1 1 1 1 1
...

( )n n n n n n nt t p p t p p t p t p t p t pt  
      

 
 

        

2 3 ( 1)

1 2 2

1 1
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n n

n n n n

t t t t

pp t p p t p p p

    

 
      


។

 

នាឱំ្ែ 

 
2 3

1 2

1 1 1 1 1

( )n n n n n

dt dt
dt t dt t dt

t p tt t p p p p p

 

 
   
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 1

2

1 1
...

n nt dt t dt
pp

       

      

1 2

1 2

1 1
ln ln

1 2n n n n

t t
t p t

p p p p

 

 
    

   

       

2 1

12
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12

n nt t
c

p np n

   

   
    

   
1 2 2

1 1 1 1
ln ln

2n n n n
t p t

p p p t p t 
    

 

       
12 2 1

1 1
...

2 1n n
c

n p t n pt 
   

 
 

    
   

21 2

1 1 1 1
ln ln

2

x x

n n n x n x
q a p q a

p p p p q a p p q a

 

  
    

   

                 
12 1

2

1 1
...

2 1
n n

x x
c

n p p q a n p p q a 
 

   

   
 

 

      

1

2

1

1 1
ln ln

n
x

n n k
n k xk

x
a p q a c

p p k p p q a





 



    




 

ដែល 1 2,c c  ាចំនួនពិតលថ្រ និង 0 , 1 , 0  a a   ។ 

ពើសមើារ 2( )  លៅា៖ 

 

1

1

1 1 1
ln

ln( ) ln

n
x

x n n n k
n k xk

dx x
p q a c

ap q a p p a k p p q a










    
 



 
ដែល c  ាចំនួនពិតលថ្រ។ 

ែូចលនេះ ចំល េះ 0 , 1 , 0 , {2, 3, 4, ...}   a a n  លយើងបានរូបមនត៖ 

1

1

1 1
0 , 0

ln
(15)

1 1 1( )
ln 0

lnln ( )







   


 

      
 












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n n n k x k
k

c p q
n q a adx

xp q a
p q a c p

ap p a k p p q a

eb

eb

I

I

ដែល c  ាចំនួនពិតលថ្រ។

  



 

 

 - ករណើ ពិលសស លបើ  a e  និង 0p   នាឱំ្ែរូបមនត (9)  លៅា 

 

1

1

1 1 1
ln (16)

( )





    
 







n
x

x n n n k
n k xk

dx x
p qe c

p qe p p k p p qe  
ដែល c  ាចំនួនពិតលថ្រ។

  ស្របសិនលបើ លយើងយក 2n   នាឱំ្ែរូបមនត (10)  លៅា 

 
2 2 2

1 1
ln ( 17)

( ) ( )
    

 



  

x

x x

dx x
p qe c

p qe p p p p qe
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ដែល c  ាចំនួនពិតលថ្រ។ 

 លោកអ្នកចាស់ាល ើញថា ខំុ្បានលរៀបលរៀងរូបមនតអងំលតស្រាលពើរមានទ្យស្រមង់ខាង 

លស្រាម៖ 

 ១. ចំល េះ 0 , 1 , 0  a a   ខំុ្បាន 
1 1

0 , 0
ln

1
ln 0

ln


   


 
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ដែល c  ាចំនួនពិតលថ្រ។ 
 ២. ចំល េះ 0 , 1 , 0 , {2, 3, 4, ...}   a a n  ខំុ្បាន 

1

1

1 1
0 , 0

ln

1 1 1( )
ln 0

lnln ( )







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
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 




n n x
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n n n k x k
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eb
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ដែល c  ាចំនួនពិតលថ្រ។ 

 ាទ្យើបញ្ច ប់លនេះ លោកអ្នកអន និង អ្នកស្រាវស្រាវបានល ើញរូបមនតអងំលតស្រាលទាងំ 
ពើរខាងលលើ ដែលារូបមនតរបស់ខំុ្បានលរៀបលរៀងលឡើងលៅនថ្ៃទ្យើ០១ ដខកុមភៈ ឆ្ន ២ំ០១៥ ល ើយ  
ខំុ្បានលធវើបទ្យបងាា ញវាចំនួនពើរលលើករចួមកល ើយលៅ មលោស្រសពវទិ្យាាស្រសតនិងវសិវកមមកមពុា 
លលើកទ្យើ១ (២០១៥)  និង លលើកទ្យើ២  (២០១៦)។ ខំុ្សងឃមឹថា  រូបមនតអងំលតស្រាលទាងំពើរ  
លនេះនឹងផ្តល់វភិាគទានែល់អ្នកសិកា និង អ្នកស្រាវស្រាវជំនាន់លស្រាយយកលៅលស្របើស្របាស់កនុង 
ដផ្នកគណនានិងមានគំនិតបលងកើតស្រទឹ្យសតើ ឬ រូបមនតថ្មើៗលទ្យៀត។ 
                                                 
6  Karl Smith, Student Mathematics Handbook and Integral Table for Calculus, p. 242 
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